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Лекция 1
Тема №1: Современное состояние проблемы моделирования систем

1.1. Моделирование как метод научного познания

В настоящее время методы моделирования используются в той или иной степени во всех областях человеческой деятельности, особенно в сфере управления различными процессами, где нужно принимать решение на основе полученной информации.

В научных исследованиях огромную роль играют гипотезы – предсказания, основанные на небольшом количестве опытных данных, догадок и наблюдений. Проверка этих гипотез может быть проведена в ходе эксперимента. При формулировании и проверке гипотез большое значение имеет аналогия.

Аналогией называют суждение о каком-либо сходстве двух объектов, причем сходство может быть и не существенным. Но понятия существенности и несущественности условны и относительны. Современная гипотеза, как правило, создается по аналогии с проверенными на практике научными положениями. Таким образом, аналогия связывает гипотезу и эксперимент.

Гипотезы и аналогии должны обладать наглядностью или сводиться к удобным для исследования логическим схемам. Такие схемы, упрощающие рассуждения или позволяющие проводить эксперименты, уточняющие природу явлений, называются моделями.

Определение: Моделью объекта называется любой другой объект, отдельные свойства которого полностью или частично совпадают со свойствами исходного.

Исчерпывающе полной модель быть не может, она лишь соответствует целям моделирования и всегда ограничена.

Исходный объект может быть как реальным, так и воображаемым. Модели еще не воплощенных в реальные разработки объектов называются предвосхищающими.

Моделирование – это процесс создания модели.

Говорят, что модель адекватна объекту, если результаты моделирования могут служить основой для прогнозирования процессов, протекающих в исследуемых объектах. Адекватность зависит от цели моделирования и принятых критериев.

Обобщенно, моделирование можно определить как метод опосредованного познания, при котором объект-оригинал находится в некотором соответствии с объектом-моделью, причем модель способна замещать оригинал на некоторых стадиях познавательного процесса. Стадии познания и формы соответствия оригинала и модели различные:

1) моделирование как познавательный процесс;
2) моделирование, заключающееся в построении системы-модели, связанной определенными соотношениями подобия с системой-оригиналом, причем отображение одной системы в другую является средством выявления зависимостей между ними, отраженными в соотношениях подобия, а не результатом непосредственного изучения поступающей информации.

Моделирование с точки зрения философии – эффективное средство познания природы. Процесс моделирования предполагает наличие: объекта исследования; исследователя; модели для получения информации и решения задачи.

1.2. Использование моделирования при исследовании и проектировании систем

На этапах разработки технического задания модели носят описательный характер с целью наиболее полно представить информацию об объекте.

На этапах разработки технического и рабочего проектов модели детализируются, то есть моделирование служит для решения конкретных задач проектирования (выбора оптимального варианта из множества возможных при заданных ограничениях по определенному критерию).

На этапе внедрения и эксплуатации целевое назначение моделирования – это проигрывание возможных ситуаций для принятия обоснованных и перспективных решений по управлению объектом.

1.3. Перспективы развития

В последние годы основные достижения связаны с процессом развития и совершенствования ЭВМ. Эта отрасль человеческой практики стимулирует развитие новых теоретических и прикладных направлений.

Есть несколько подходов к исследованию систем. Сначала сложился аналитический подход. ЭВМ использовалась в качестве вычислителя по аналитическим зависимостям. При исследовании больших систем только аналитическими методами появляются значительные трудности, приходится упрощать модели, что приводит к получению недостоверных результатов. Поэтому в настоящее время большое внимание уделяется имитационным моделям, которые реализуются на ЭВМ.

Успех моделирования зависит от того, насколько хорошо изучены эти явления, проведена формализация и алгоритмизация.
С развитием ЭВМ появляется необходимость в создании диалоговых систем моделирования коллективного пользования, для которых характерны следующие особенности:

· возможность одновременной работы многих пользователей, занятых разработкой одной или нескольких систем;

· доступ пользователей к программно-техническим ресурсам системы моделирования, включая банки данных и пакеты прикладных программ;

· обеспечение диалогового режима работы с различными вычислительными машинами и устройствами, включая цифровые и аналоговые ЭВМ, установки натурного и физического моделирования, элементы реальных систем и т. п.;

· диспетчирование работ в системе моделирования и оказание различных услуг пользователям, включая обучение работе с диалоговой системой моделирования.

Тема №2: Классификация видов моделирования систем

 2.1. Принцип системного подхода в моделировании систем

Существует два подхода. Классический рассматривает систему путём перехода от частного к общему и синтезирует (конструирует) систему путём слияния компонент, разработанных отдельно. Системный подход предполагает последовательный переход от общего к частному, когда в основе рассмотрения лежит цель, причём исследуемый объект выделяется из окружающей среды.

2.1.1. Объект моделирования

Система S - целенаправленное множество взаимосвязанных элементов любой природы. Внешняя среда Е - множество элементов, которые существуют вне системы и оказывают на неё некоторое влияние или находятся под её воздействием.

Соотношения между S и Е могут рассматриваться разные, в зависимости от цели исследования.

С развитием науки и техники объект непрерывно усложняется, и теперь говорят об объекте как о некоторой системе, состоящей из различных взаимосвязанных между собой компонент. Поэтому определим понятие системного подхода.

Системный подход – это элемент учения об общих законах развития природы и одно из выражений диалектического учения.

При системном подходе к моделированию систем необходимо, прежде всего, чётко определить цель моделирования. Цель возникает из поставленных задач, что позволяет подойти к выбору критерия и оценить, какие элементы войдут в создаваемую модель М.
2.1.2. Подходы к исследованию систем
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Для системного подхода важным является определение структуры системы - совокупности связей между элементами системы, отражающих их взаимодействие. Структура может изучаться извне и изнутри. Здесь наметились два подхода структурный (выявляется состав выделенных элементов системы S и связи между ними) и функциональный (рассматриваются отдельные функции, т.е. алгоритмы поведения системы).
Проявление функций системы во времени S(t) означает переход системы из одного состояния в другое, т.е. движение в пространстве Z - пространстве состояний.

Разработка модели М на базе классического подхода означает суммирование отдельных компонент в единую модель (рис. 2.1). С точки зрения системного подхода модель М также является системой, и её рассматривают как подсистему какой-то метасистемы (рис. 2.2).
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Рис. 2.2. Процесс синтеза модели на основе классического подхода

2.1.3. Стадии разработки моделей

Выделяют две основные стадии проектирования:
Макропроектирование. На основе данных о реальной системе S и внешней среде Е строится модель внешней среды, выявляются ресурсы и ограничения для построения модели, выбирается модель и критерии оценки адекватности модели М системы S. После этого на основе критерия эффективности функционирования системы выбирают оптимальную стратегию управления, позволяющую реализовать возможности модели по воспроизведению отдельных сторон функционирования системы S.
Микропроектирование зависит от типа модели. Но независимо от типа модели необходимо руководствоваться рядом принципов системного подхода: 

1) Пропорционально-последовательное продвижение по этапам и направлениям создания модели;

2) Согласование характеристик (ресурсных, надёжностных и т.д.);
3) Правильное соотношение отдельных уровней иерархии в системе моделирования;
4) Целостность отдельных обособленных стадий построения модели.

2.2. Классификация видов моделирования систем

Единая классификация видов моделирования затруднительна в силу многозначности понятия "модель". Один из видов классификации приведен на рис. 2.3.
Условно модели можно разделять на две группы: материальные и идеальные, и, соответственно различать предметное и абстрактное моделирование, в зависимости от формы представления объекта предметное моделирование можно разделить на физическое и аналоговое моделирование.

Идеальные модели - абстрактные образы реальных или воображаемых объектов. Различают два типа идеального моделирования: интуитивное и знаковое.

Важнейшим видом знакового моделирования является математическое моделирование. Абстрагируясь от физической природы объектов, математика изучает идеальные объекты. Например, с помощью теории ДУ можно изучать уже упомянутые электрические и механические колебания в наиболее общем виде, а затем полученные знания применять для исследования объектов конкретной физической природы.

2.3. Возможности и эффективность моделирования систем на ЭВМ

Одной из разновидностей математического моделирования является компьютерное моделирование.

Определение: Компьютерная модель - это программная реализация математической модели, дополненная различными служебными программами (например: рисующими и измеряющими графические образы во времени).

Компьютерная модель имеет две составляющие: программную и аппаратную. Компьютерная модель проявляет свойства физической модели, когда она, а точнее, её абстрактные составляющие - программы интерпретируются физическим устройством - компьютером. Этот вид модели обладает рядом полезных свойств: простота создания и модификации модели; непосредственная функциональная сложность моделей; высокая точность получаемых результатов.
Компьютерная модель, в условиях высказанных о ней предположений ничем не отличается от реального объекта. Её можно "подключать" к реальным объектам точно так, как её физические прототипы.

Критерии целесообразности применения машинного моделирования: отсутствие или неприемлемость аналитических численных и качественных методов решения поставленной задачи; наличие достаточного количества исходной информации о системе S для обеспечения возможности построения адекватной имитационной модели; необходимость проведения на базе других методов решения очень большого количества вычислений, трудно реализуемых даже с использованием ЭВМ; возможность поиска оптимального варианта системы при её моделировании на ЭВМ.

Эффективность машинного моделирования может оцениваться рядом критериев: точностью и достоверностью результатов, временем построения и работы с моделью, затратами машинных ресурсов, стоимость разработки и эксплуатации модели. В проведении машинных экспериментов ещё много неизученного, но требует внимания, т.к. готовит к появлению ЭВМ следующего поколения, которые позволят сделать рывок в использовании имитационного моделирования.
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Рис. 2.3. Классификация видов моделирования
Лекция 2
Тема №3: Основные математические методы моделирования информационных процессов и систем

3.1. Виды математических моделей

Условимся делить математические модели на два класса: структурные и функциональные, которые, в свою очередь, будем подразделять на непрерывные (позволяют отразить непрерывные процессы) и дискретные (служат для описания дискретных процессов). Те и другие модели могут быть детерминированными (отображают процессы, в которых предполагается отсутствие всяких случайных воздействий) и стохастическими (отображают вероятностные процессы и события). Кроме того, математическое моделирование может отображать как функциональное взаимодействие элементов системы, так и развитие процессов её функционирования, и в этом смысле удобно рассматривать аналитическое, имитационное и комбинированное моделирование.

Для аналитического моделирования характерно, что процессы функционирования системы записываются в виде некоторых функциональных соотношений (алгебраических, интегро-дифференциальных, конечно-разностных) или логических условий. Методы исследования аналитической модели: а) аналитические; б) численные; в) качественные.

При имитационном моделировании реализующий модель алгоритм воспроизводит процесс функционирования системы S во времени, имитируются элементарные явления, составляющие процесс, с сохранением их логической структуры и последовательности протекания во времени.

Комбинированное (аналитико-имитационное) моделирование при анализе и синтезе систем позволяет объединить достоинства аналитического и имитационного моделирования. При построении комбинированных моделей проводится предварительная разбивка процесса функционирования объекта на подпроцессы и для тех из них, где это возможно используются аналитические модели, а для остальных строятся имитационные модели.
3.2. Структурные математические модели

Структурные математические модели предназначены для отображения структурных свойств объекта. Различают структурные модели топологические и геометрические.

Топологические отображают состав и взаимосвязи элементов объекта и применяются для описания сложных объектов, состоящих из большого числа элементов. Такие модели могут иметь форму графа или соответствующих им матриц. (Примеры: компоновка оборудования, размещение деталей, трассировка соединений, разработка расписаний).

Геометрические отображают совокупность данных, определяющих геометрическую форму объекта. Различают алгебрологические, аналитические, канонические, рецепторные, каркасные, кинематические и геометрические макромодели.

3.3. Функциональные математические модели

Математическая модель М объекта моделирования S можно представить в виде множества величин, описывающих процесс функционирования этого объекта и образующих в общем случае следующие подмножества: (рис. 3.1)

· совокупность входных воздействий на систему
xi(X, 
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· совокупность воздействий внешней среды
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· совокупность внутренних параметров системы
hk(H, 
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· совокупность выходных характеристик системы
yl(Y, 
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При этом входные воздействия, воздействия внешней среды и внутренние параметры являются независимыми переменными (экзогенными), а выходные – зависимыми (эндогенными) переменными. Среди этих переменных могут быть управляемые и 

Рис. 3.1 Схема математической модели

неуправляемые. Иногда, управляемые называют параметрами.

Математическое описание поведения объекта моделирования во времени t можно представить в следующем виде:
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где F – оператор, преобразующий экзогенные переменные в эндогенные в соответствии с приведенным соотношением,

а для статических моделей в форме равенства:
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то есть отображение между двумя подмножествами свойств моделируемого объекта Y и {X, V, H}.

Эти зависимости называются законами функционирования системы.
При построении математических функциональных моделей можно выделить следующие основные подходы: непрерывно-детерминированный (аналитические модели), непрерывно-стохастический (статистические модели и системы массового обслуживания), дискретно-детерминированный (конечные автоматы), дискретно-стохастический (вероятностные автоматы) обобщённый или универсальный (агрегативные системы). Соответственно этим подходам были разработаны типовые математические схемы создания моделей.
3.3.1. Непрерывно-детерминированные модели

В качестве моделей используются системы ДУ. Математические схемы отражают динамику изучаемой системы, применительно к законам функционирования во времени, поэтому называются D-схемами (от английского dynamic).
Рассмотрим процессы управления, основаные на использовании D-схем. Современная управляющая система – это совокупность программно-технических средств, обеспечивающих достижения определённой цели. Одноканальная система автоматического управления может быть описана следующей D-схемой общего вида:

F(y(n), y(n-1), …, y, x(m), x(m-1), …, x)=0,

где x(), y() производные во времени от функций x и y. Насколько точно объект управления достигает заданной цели, можно судить для одномерной системы по координате состояния y(t) (рис.3.2). Разница между заданным y зад(t) и действительным y(t) законом изменения управляемой величины есть ошибка управления:
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Если 
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Если предписанный закон изменения управляемой величины соответствует закону изменения входного (задающего) воздействия, то есть

x(t)=y(t), тогда
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Если 
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Рис. 3.2. Одномерная система

Задачей системы автоматического управления является изменение выходной переменной y(t) согласно заданному закону при допустимой ошибке, поэтому при проектировании и эксплуатации систем необходимо выбирать соответствующие параметры, которые обеспечат требуемую точность управления и устойчивость системы в переходном процессе. Выводы о свойствах систем автоматического управления можно сделать по виду ДУ, описывающего процессы в системах. Порядок ДУ и его коэффициенты определяются статическими и динамическими свойствами параметров системы.

Лекция 3

3.3.2. Непрерывно-стохастические модели

Функционирование некоторых систем определяется случайными факторами. Случайными по своей природе могут быть как входные воздействия, воздействия внешней среды, так и внутренние параметры системы, поэтому предсказать конкретную реализацию этих факторов и выходные характеристики системы невозможно. Но предполагается, что законы распределения переменных и параметров известны, поэтому можно дать интегральную оценку системы в целом и установить вероятные границы изменения выходных характеристик с той или иной степенью надёжности.

Большинство производственных систем по своей сути являются системами массового обслуживания. 

Определение: Под системой массового обслуживания (СМО) понимают динамическую систему, предназначенную для эффективного потока заявок (требований на обслуживание) при ограничениях на ресурсы времени.

Модели СМО удобны для описания отдельных подсистем современных вычислительных систем, таких как подсистема процессор - основная память, канал ввода - вывода и т. д. Таким образом, вычислительную систему в целом можно представлять совокупностью СМО, каждая из которых отображает процесс функционирования отдельного устройства или группы однотипных устройств, входящих в состав системы.

Определение: Совокупность взаимосвязанных СМО называется сетью массового обслуживания (стохастической сетью).

Типовой математической схемой моделирования таких систем является Q-схемы (от английского queuing system).
В любом элементарном акте обслуживания можно выделить две элементарные составляющие: ожидание обслуживания и обслуживание заявки. Это можно представить в виде некоторого прибора обслуживания Пi  (рис. 3.3.), состоящего из канала обслуживания Кi и накопителя заявок Нi, в котором может одновременно находиться 
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 заявок, где LHi – ёмкость i-го накопителя. На каждый элемент прибора Пi поступают потоки событий: в накопитель Нi поступает поток заявок wi (первопричину заявок, какова бы ни была ее физическая природа, называют источником заявок), на канал Кi – поток обслуживаний – ui. Время обслуживания и время ожидания в очереди каждой заявки формируется по определённым правилам, предусматривающим соответствие этого времени реальным условиям функционирования моделируемой системы.

Поток заявок wi(W (машин, самолетов, пользователей и т.д.), то есть интервалы времени между моментами поступления заявок на входе в канал обслуживания Кi (станций техобслуживания, аэродрома, ЭВМ и т.д.), образуют подмножество неуправляемых переменных. Поток обслуживания ui(U, то есть интервалы времени между началом и концом обслуживания заявки, образует подмножество управляемых переменных. Заявки, обслуженные каналом Кi, и заявки, покинувшие прибор Пi необслуженными, образуют выходной поток yi(Y, то есть подмножество выходных переменных.

Классификация СМО (по наличию того или иного признака):

1. По характеру поступления требований в систему: на системы с регулярным и случайным потоками поступления заявок. Случайный поток подразделяется на стационарный (параметры потока не зависят от расположения рассматриваемого интервала времени на временной оси) и нестационарный.

2. По количеству требований, поступающих в единицу времени: на системы с ординарными и неординарными потоками требований.

3. По характеру поведения требований в системе: с отказами, с ограниченным ожиданием и с ожиданием без ограничения.

4. По способу выбора заявок на обслуживание: с приоритетом, по мере поступления, случайно, последний обслуживается первым. В таком случае говорят о дисциплине обслуживания.

Дисциплина ожидания определяет порядок приема заявок в систему и размещения их в очереди, дисциплина обслуживания – порядок выбора заявок из очереди для назначения на обслуживание.

В зависимости от принятых в СМО дисциплин ожидания и обслуживания различают СМО с бесприоритетными и приоритетными дисциплинами. В СМО с бесприоритетными дисциплинами все заявки считаются равноправными. Возможны следующие бесприоритетные дисциплины обслуживания:

 - выбирается первая в очереди заявка - дисциплина "первым пришел - первым вышел" (FIFO - First Input First Output);

 - выбирается последняя в очереди заявка – дисциплина "последним пришел - первым вышел" (LIFO - Last Input First Output);

 - заявка выбирается из очереди случайным образом.

В приоритетных дисциплинах обслуживания заявкам некоторых типов представляется преимущественное право на обслуживание перед заявками других типов, называемое приоритетом. Различают относительные, абсолютные и смешанные приоритеты.

5. По числу каналов обслуживания: на одноканальные и многоканальные системы.

6. По количеству этапов обслуживания: на однофазные и многофазные системы. Если каналы обслуживания расположены последовательно и они неоднородны (выполняют различные операции), то система многофазная.

7. По ограниченности потока требований: на замкнутые и разомкнутые системы. Если поток требований ограничен и требования, покинувшие систему, через некоторое время в нее возвращаются, то система замкнутая, в противном случае разомкнутая.

Параметры входящего потока. Процесс поступления в СМО заявок на обслуживание является в общем случае случайным и может рассматриваться как поток однородных событий, происходящих через случайные промежутки времени. Случайные временные интервалы между поступлениями заявок могут подчиняться различным законам распределения.

Наибольшее распространение в теории массового обслуживания получил простейший поток заявок, то есть поток, в котором интервал времени между двумя соседними заявками подчинен экспоненциальному закону распределения с интенсивностью (:
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Интенсивность поступления требования на обслуживание определяется как величина обратная среднему времени между поступлениями двух смежных требований – tp:
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Простейший поток обладает свойствами стационарности, ординарности и отсутствия последействия (для любых непересекающихся участков времени количество событий, попадающих на один из них, не зависит от того, сколько событий попало на другие участки времени).

Если входящий поток представляет собой совокупность М потоков заявок различных типов с интенсивностями λi, 
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Параметры структуры СМО. Основным компонентом структуры СМО являются каналы обслуживания (кассы, компьютеры, подъемные краны, ремонтные бригады).

Производительность канала обслуживания обратна длительности обслуживания заявки, равной промежутку времени, необходимому каналу обслуживания для обслуживания заявки.
Интенсивность обслуживания требований определяется как величина обратная времени обслуживания одного требования – to:
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Наибольшее число результатов получено для длительности обслуживания с экспоненциальной плотностью распределения:
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Вторым важным компонентом структуры СМО является очередь, параметром которой является число мест в очереди n. На число мест в очереди может быть наложено ограничение. При этом возможны конфликтные ситуации, решением которых может быть отказ системы принять заявку.

Показатели эффективности СМО. Под показателями эффективности понимается количественный показатель, частично характеризующий уровень выполнения СМО возложенных на нее функций. На основании показателей эффективности может быть построен некоторый критерий эффективности, совокупно характеризующий эффективность СМО при ограничениях на ее параметры. Перечислим наиболее употребительные показатели эффективности.

Вероятность обслуживания (относительная пропускная способность) Роб характеризует вероятность того, что произвольно выбранная из входящего потока с интенсивностью λ заявка будет обслужена, то есть окажется в потоке обслуженных заявок.
Вероятность потери РП характеризует вероятность того, что произвольно выбранная из входящего потока с интенсивностью λ заявка окажется в потоке потерянных заявок с интенсивностью λ и является суммой вероятностей потерь заявок по частным причинам: Ротк - вероятность отказа вследствие переполнения (насыщения) СМО, Ру - вероятность "ухода" нетерпеливых заявок из СМО; среднее время ожидания заявки в СМО, среднее время пребывания заявки в СМО, средняя длина очереди, среднее число занятых каналов обслуживания, среднее число заявок в системе.

Аналитически модели массового обслуживания исследуются с помощью систем ДУ. Переменными в этих уравнениях являются вероятности переходов между состояниями (состояния определяются количеством и местонахождением заявок в системе).

Наиболее часто для анализа Q-схем используют имитационные методы.
Если заданы или изучены входящие потоки требований, механизм (число каналов, продолжительность обслуживания и т.д.) и дисциплина обслуживания – это дает основание для построения модели системы.

3.3.2.1. Анализ работы разомкнутых СМО.

Одноканальная СМО с простейшими потоками с неограниченным временем ожидания требований.

Интенсивность поступления требований на обслуживание - (, интенсивность потока обслуживания равна . Длительность обслуживания - случайная величина, подчиненная показательному закону распределения. Представим все возможные состояния системы в виде размеченного графа состояний (рис. 3.4.)

Рис. 3.4. Размеченный граф состояний одноканальная СМО с простейшими потоками
Прямоугольники определяют возможные состояния системы, которые имеют следующую интерпретацию:

S0- канал свободен, в системе нет ни одного требования;

S1- канал занят, очереди нет;

S2- канал занят, одна заявка в очереди;

.................................................................

Sn- канал занят, n-1 заявка в очереди;

.................................................................

Каждый прямоугольник количественно оценивается вероятностью состояний Pn. Стрелки указывают направление перехода из состояния в состояние с указанием интенсивности.

Рассмотрим установившийся режим работы СМО, когда основные вероятностные характеристики системы постоянны во времени, например в течение часа. Тогда интенсивности входных и выходных потоков для каждого состояния будут сбалансированы. Эти сбалансированные потоки будут выглядеть так:
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Обозначим ρ=λ/μ - приведенная интенсивность входящего потока, представляющая собой среднее число заявок, поступающих на вход СМО за среднее время обслуживания одной заявки.

Из первого уравнения найдем значение P1:
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Из второго уравнения найдем значение P2:
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, используя выражение для P1, получим:
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Используя очевидное равенство 
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. Так как (<1 и сумма геометрически убывающей прогрессии равна:
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Таким образом, вероятность простоя канала обслуживания: 
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Вероятность того, что в системе находится n требований, определяется по формуле:
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Среднее число обслуживаемых требований Ns, находящихся в системе, определяется по формуле: 
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Среднее число требований, находящихся в очереди: 
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Среднее время ожидания заявки: 
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Среднее время пребывания заявки в очереди: 
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Используя полученные выражения можно определить основные параметры функционирования одноканальной разомкнутой СМО с простейшими потоками.

Многоканальная разомкнутая СМО с простейшими потоками и неограниченным временем ожидания. Такая СМО наиболее соответствует действительности. Особенности системы: поток требований ординарный, без последействия и стационарный. Исходными параметрами, характеризующими такую систему, являются: число каналов – N, интенсивность поступления заявок - (, интенсивность обслуживания - (. В многоканальной СМО следует различать два случая:

1. число требований n,поступивших в систему, меньше количества каналов обслуживания N,то есть все они находятся на обслуживании (0(n<N);

2. число требований n,поступивших в систему, больше или равно числу каналов обслуживания N (N (n), то есть N требований обслуживаются, а остальные r ожидают в очереди (r=1,2,…,n-N).

Граф функционирования такой системы приведен на рисунке 3.5.

Рис. 3.5. Размеченный граф состояний многоканальной разомкнутой СМО

Ограничимся рассмотрением установившегося режима работы СМО.
Если 0(n<N, то:
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Если N(n<(, то:
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Рассмотрим первый случай, когда 0(n<N. Находим из первого уравнения P1:
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Из второго уравнения находим P2:
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Учитывая ранее найденное выражение для P1, получим: 
[image: image37.wmf]2
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 и т.д.

Таким образом, реккурентное выражение для вычисления вероятностей состояний системы для случая n<N имеет вид:
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для случая N(n<(:
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Используя равенство 
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, запишем выражение для P0:
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Многоканальная разомкнутая СМО с отказами. Для этой СМО характерно полное отсутствие очереди (n = 0), заявка, поступившая на вход СМО, либо сразу попадает на обслуживание, если свободен хотя бы один из каналов обслуживания, либо получает отказ и попадает в ту часть выходящего потока, которая соответствует потерям. В каждый момент времени с системой может быть связано не более m заявок, где m - число каналов обслуживания.

Граф переходов m-канальной СМО с отказами приведен на рисунке 3.6.
Рис. 3.6. Размеченный граф состояний системы m-канальной СМО с отказами.

Балансы интенсивностей входных и выходных потоков при установившемся режиме работы СМО выглядят следующим образом:
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Предельные вероятности состояний системы имеют вид:
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Отказ получает заявка, заставшая СМО в состоянии Sm, следовательно:
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Вероятность обслуживания Роб и интенсивность потока обслуженных заявок λ0 равны, соответственно
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Среднее число каналов 
[image: image46.wmf]k
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 может быть найдено как отношение интенсивности потока обслуженных заявок λ0 к производительности одного канала обслуживания, характеризуемой интенсивностью обслуживания 
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Среднее число заявок, связанных с системой, 
[image: image49.wmf]s
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 совпадает со средним числом каналов обслуживания


[image: image50.wmf])

1

(

m

k

s

P

N

N

-

=

=

r


3.3.2.2. Замкнутые СМО.

Одноканальная замкнутая СМО с простейшими потоками. Пусть время ожидания заявок в системе неограниченно. Эта система наиболее полно отвечает реалиям жизни. Особенности системы: поток требований ординарный, без последействия, стационарный. Интенсивность поступления заявок - (, интенсивность обслуживания - (.
Рис. 3.7. Размеченный граф состояний системы одноканальной замкнутой СМО.

Рассмотрим установившийся режим работы СМО. Балансы интенсивностей входных и выходных потоков будут выглядеть следующим образом:
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Введем коэффициент загрузки 
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 и найдем из первого уравнения P1:
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Из второго уравнения найдем P2:
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Используя найденное выражение для P1, получим:
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Из третьего уравнения найдем P3, подставив вместо P2 найденное для него выражение:


[image: image56.wmf]3

0

2

3

)

2

)(

1

(

)

2

(

r

r

-

-

´

=

´

-

´

=

m

m

m

P

m

P

P


и т.д.:
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Учитывая, что 
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Так как для установившегося режима работы СМО средняя интенсивность поступления заявок во входном потоке равна аналогичной характеристике выхода заявок из канала обслуживания:
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отсюда можно найти среднее число требований, находящихся в системе:
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Среднее число заявок, находящихся в очереди вычисляется так:
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Многоканальная замкнутая СМО с простейшими потоками и неограниченным временем ожидания. Такая система наиболее полно соответствует действительности и характеризуется следующими особенностями: поток заявок ординарный, без последействия и стационарный. Интенсивность поступления заявок - (, интенсивность обслуживания - (. В многоканальной СМО необходимо различать два случая:

1. число требований n,поступивших в систему, меньше количества каналов обслуживания N,то есть все они находятся на обслуживании (0(n<N);

2. число требований n,поступивших в систему, больше или равно числу каналов обслуживания N (N (n), то есть N требований обслуживаются, а остальные r ожидают в очереди (r=1,2,…,n-N).

Все возможные состояния системы представим в виде графа состояний (рис 3.8).
Рис. 3.8. Размеченный граф состояний системы многоканальной замкнутой СМО.

Рассмотрим установившийся режим работы СМО. Интенсивности входных и выходных потоков при этом будут сбалансированы:

Если 0(n<N, то:
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Если N(n<m, то:
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Пусть 
[image: image66.wmf]m
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 - коэффициент загрузки.

Рассмотрим случай, когда 0(n<N. Найдем вероятности состояний системы:
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[image: image68.wmf]!
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Таким образом, вычисляем реккурентное выражение для определения вероятностей системы:
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Реккурентное соотношение для случая N(n<m будет записано так:
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Используя равенство 
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=

=

m

n

n

P

0

1

, получим выражение для P0:
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Лекция 4

3.4. Моделирование дискретных систем

Особенности построения математических схем для моделирования дискретных систем рассмотрим на примере использования в качестве математического аппарата теории автоматов.
Теория автоматов – это раздел теоретической кибернетики, в котором изучаются математические модели – автоматы. На основе этой теории систему представляют в виде автомата, который перерабатывает дискретную информацию и меняет своё внутреннее состояние лишь в допустимые моменты времени. 

3.4.1. Конечные автоматы

Определение: Автомат называется конечным автоматом, если множества входных сигналов, внутренних состояний и выходных сигналов являются конечными множествами.

Абстрактно конечный автомат можно представить в виде математической схемы, которая характеризуется шестью элементами: X, Y, Z, z0, ((z,x), ((z,x).

Конечные автоматы функционируют в дискретном времени, моментами которого являются такты (равные интервалы времени с постоянными значениями входного, выходного сигналов и внутреннего состояния).

Обозначим через z(t), x(t), y(t) состояния, входные и выходные сигналы, соответствующие t-му такту (t=0,1,2,3…). При этом: z(0)=z0, z(t)(Z, x(t)(X, y(t)(Y.
Абстрактный конечный автомат имеет один входной и один выходной каналы. Работу автомата можно описать уравнениями:

Для автомата I рода (автомата Мили):
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Для автомата II рода:
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Определение: Автомат Мура – это автомат, для которого функция выходов не зависит от входной переменной x(t).
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Он является автоматом II рода.

Эти уравнения – частный случай уравнений:
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когда система S – детерминирована и на ее единственный вход поступает дискретный сигнал X.

По числу состояний различают автоматы с памятью и без памяти. Автоматы с памятью имеют более одного состояния, а автоматы без памяти (логические или комбинационные схемы) обладают одним состоянием. По характеру отсчета дискретного времени автоматы делятся на синхронные и асинхронные.

В синхронных автоматах моменты времени, в которые автомат считывает входные сигналы, задаются принудительно синхронизирующими сигналами. После очередного синхронного сигнала происходит переход в новое состояние и выдача выходного сигнала, после этого автомат может воспринимать следующее значение выходного сигнала.
Асинхронный автомат считывает входной сигнал непрерывно и, реагируя поэтому на длинный входной сигнал постоянной величины x, он может несколько раз изменять состояние, давая соответствующее число раз выходной сигнал, пока не перейдет в устойчивое состояние, которое уже не может быть изменено входным сигналом.

3.4.2. Дискретно-детерминированные модели
Для их описания используют F–схемы (finite automata). Для задания конечного автомата нужно описать все элементы множества 
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. Рассмотрим несколько способов задания таких автоматов: табличный, графический и матричный.

Табличный основан на использовании таблиц переходов и выходов, строки которых соответствуют входным сигналам автомата, а столбцы – его состояниям. На пересечении i-ой строки и k-го столбца таблицы переходов помещают соответствующее значение ((zk ,xi) функции переходов, а в таблице выходов – соответствующее значение ((zk, xi) функции выходов.

Пример: опишем работу автомата с помощью таблиц переходов.

Данные для автомата Мили:




Данные для автомата Мура:

	xi
	zk

	
	z0
	z1
	z2

	
	Переходы

	x1
	z2
	z0
	z0

	x2
	z0
	z2
	z1

	
	Выходы

	x1
	y1
	y1
	y2

	x2
	y1
	y2
	y1

	xi
	y

	
	y1
	y1
	y3
	y2
	y3

	
	z0
	z1
	z2
	z3
	z4

	x1
	z1
	z4
	z4
	z2
	z2

	x2
	z3
	z1
	z1
	z0
	z0


При графическом задании конечного автомата используют понятие направленного графа. Этот граф представляет собой набор вершин, которые соответствуют внутренним состояниям автомата и соединяющие вершины дуги, 

Рис. 3.9 Графы автоматов а) –Мили, b) - Мура.

a)






b)

соответствующие входным и выходным переменным. Графы на рис. 3.9. соответствуют данным таблиц.

Матричное представление конечного автомата: строки матрицы 
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 соответствуют исходным состояниям, а столбцы - состояниям перехода. Для рассмотренного нами примера автомата Мили матрица будет иметь вид:
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Для автомата Мура, элемент cij равен множеству входных сигналов на переходе (zi,zj), а выход описывается вектором выходов:
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,

i – ая компонента которого – выходной сигнал, отмечающий состояние zi. Для рассмотренного нами автомата Мура матрица соединений и вектор выходов записываются следующим образом:
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F – схемы широко применяются для описания функционирования таких объектов как элементы и узлы ЭВМ, устройства контроля, регулирования и управления, коммутационные устройства (например: телефонные станции).
3.4.3. Вероятностные автоматы.

Для построения математических моделей дискретно–стохастических моделей используют схемы вероятностных (стохастических) автоматов P-схемы (probabilistic automat). В общем виде вероятностный автомат можно определить как дискретный потактный преобразователь информации с памятью, работа которого в каждом такте зависит только от состояния памяти и может быть описана только статистически.

Рассмотрим математическую схему для вероятностного автомата. Пусть Ф – множество всевозможных пар вида (zr, yj), где yj-элементы входного подмножества Y. Потребуем, чтобы любой элемент множества G индуцировал на множестве Ф некоторый закон распределения следующего вида:

Элементы из Ф …(z1 y1)(z1 y2)…(zRyJ-1)(zR yJ)

         (xi zr)          ...   b11    b12     ...   bR(J-1)     bRJ

При этом 
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, где brj - вероятности перехода автомата в состояние zr и появления на выходе сигнала yj, если он был в состоянии zs и на его вход в это время поступил сигнал xi. Число таких распределений, представленных в виде таблиц, равно числу элементов множества G. Обозначим множество таких таблиц через B, тогда четвёрка элементов 
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 называется вероятностным автоматом (P-автоматом).

Пусть элементы множества G индуцируют некоторые законы распределения на подмножествах Y и Z. Это можно представить в виде:
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При этом 
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, где zr и qj – вероятности перехода автомата в состояние zr и появления выходного сигнала yr, при условии, что автомат находился в состоянии zs и на его вход поступил сигнал xi.

Если для любых r и j имеет место соотношение qrzi=brj, то такой P-автомат называется вероятностным автоматом Мили.

Теперь пусть определение выходного сигнала P-автомата зависит лишь от состояния, в котором находится автомат в данном такте, то есть пусть каждый элемент выходного подмножества Y индуцирует распределение вероятностей выходов, имеющее следующий вид:
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Здесь 
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, где si – вероятность появления выходного сигнала yi при условии, что P-автомат находился в состоянии zr.

Если для любых r и i имеет место соотношение zrsi=bri, то такой P-автомат называется вероятностным автоматом Мура.

Частным случаем Р-автомата, задаваемого как 
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, являются автоматы, у которых либо переход в другое состояние, либо выходной сигнал определяются детерминировано. Если детерминировано определён выходной сигнал, то такой автомат называют Y-детерминированным вероятностным автоматом. Аналогично, Z-детерминированным вероятностным автоматом называют P-автомат, у которого детерминированным является выбор нового состояния.

Лекция 5

3.5. Сетевые модели. Сети Петри (N-схемы)

Сетевые модели (сети Петри) используются для решения задач, связанных с формализованным описанием и анализом причинно-следственных связей в сложных системах, где одновременно параллельно протекает несколько процессов.

Развитие теории сетей Петри проводилось по двум направлениям. Формальная теория сетей Петри занимается разработкой основных средств, методов и понятий, необходимых для применения сетей Петри. Прикладная теория сетей Петри связана главным образом с применением сетей Петри к моделированию систем, их анализу и получающимся в результате этого глубоким проникновением в моделируемые системы.

Формально сеть Петри (N-схема) задается четверкой вида 
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, где В – конечное множество символов, называемых позициями, 
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, D – конечное множество символов, называемых переходами, 
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, I – входная функция (прямая функция инцидентности), 
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; O – выходная функция (обратная функция инцидентности), 
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. Таким образом входная отображает переход dj в множество входных позиций 
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, а выходная функция О отображает переход dj в множество выходных позиций 
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 можно определить множество входных позиций перехода I(dj) и выходных позиций перехода O(dj) как
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Аналогично, для каждого перехода 
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 вводятся определения множества входных переходов позиции I(bi) и множества выходных переходов позиции O(bi):
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Графически N-схема изображается в виде двудольного ориентированного мультиграфа, который представляет собой позиции и переходы (рис. 3.11). Граф имеет два типа узлов: позиции и переходы, изображающиеся 0 и 1 соответственно (позиции так же могут быть изображены в виде кружков, а переходы - прямоугольников). Ориентированные дуги соединяют позиции и переходы, причем направлены они от элемента одного множества (позиции или перехода) к элементу другого множества (переходу или позиции).
Пример: Представим формально N-схему, изображенную на рис. 3.11:
N=<B,D,I,O>

B=<b1,b2,b3,b4,b5>

D=<d1,d2,d3,d4>

I(d1)={b1},



O(d1)={b2,b3,b5},

I(d2)={b2,b3,b5},


O(d2)={b5},

I(d3)={b3},



O(d3)={b4},

I(d4)={b4},



O(d4)={b2,b3}.

Приведенное представление N-схемы может быть использовано только для отображения статики моделируемой системы (взаимосвязи событий и условий). Для представления динамических свойств объекта вводится функция маркировки (разметки):
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Определение: Маркировка – присвоение абстрактных объектов, называемых метками (фишками), позициям N-схемы, причем количество меток, соответствующих каждой позиции может меняться.

Маркированная N-схема может быть описана пятеркой вида:
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и является совокупностью сети Петри и маркировки М.
Графически маркировка изображается в виде точек, называемых метками (tokens), и располагающихся в кружках, соответствующих позициям сети.

Функционирование сети Петри отражается путем перехода от разметки к разметке. 
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 – начальная разметка (отсутствие меток). Смена разметок происходит в результате срабатывания одного из переходов сети: 
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. Необходимое условие срабатывания перехода dj:
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где M(bi) – разметка позиции bi. Переход dj, для которого выполняется указанное условие, определяется как находящийся в состоянии готовности к срабатыванию или как возбужденный переход.

Срабатывание перехода dj изменяет разметку сети M(b) на M′(b) по следующему правилу:
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то есть переход dj изымает по одной метке из каждой своей входной позиции и добавляет по одной метке в каждую из выходных позиций. Для изображения схемы разметки используют обозначение 
[image: image108.wmf]'
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. Для отражения временных параметров процесса функционирования моделируемой системы на базе N-схем используется расширение аппарата сетей Петри – временные сети, Е-сети, сети Мерлина и т. д.

N-схема выполняется путем запуска переходов под управлением количества меток и их распределения в сети. Запускается переход путем удаления меток из его входных позиций и образованием меток, помещаемых в выходные позиции. Запуск перехода возможен, если переход разрешен, то есть если каждая из входных позиций имеет число меток, по крайней мере, равное числу дуг из позиций в переход.

Пример: Посмотрим на рис. 3.12 а). Здесь разрешенным является переход d1, если выполним этот переход, то разрешенными станут d2 и d3  (см. рис.3.13. б)):
а)





б)

Рис. 3.12. 
Преимуществом сетей Петри является легкость построения иерархических конструкций, что позволяет сначала исследовать отдельные подсистемы, а затем, объединяя уже созданные модели, всю систему в целом. Для этого вводятся точки доступа, которые позволяют объединять простые сети путем синхронизации событий и состояний (переходов и позиций). Бывают Т-точки доступа и S-точки доступа.

Определение: Пусть задана сеть 
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 и некоторый алфавит Alph. Т-точкой доступа называется набор 
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, где

1. tid – имя (идентификатор) t-точки доступа;

2. Alph – некоторый алфавит;

3. 
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 - пометочная функция, где 
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. Запись μAlph обозначает множество конечных и непустых мультимножеств, определенных на множестве Alph.

Определение: Пусть задана сеть 
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, тогда s-точкой доступа сети N называется набор 
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1. sid - имя (идентификатор) s-точки доступа;

2. 
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[image: image116.wmf]'

'

'

,

M

M

M

M

M

M

=

Þ

£

Î

"

r

.

Понятия точек доступа позволяют ввести две операции над сетями Петри для построения композиционных сетей:

1. Операция слияния переходов (рис. 3.13.) позволяет порождать и описывать синхронизацию параллельных процессов (tmerge); 

2. Операция слияния позиций (рис. 3.14.) позволяет применять к сетям операции последовательной композиции, выбора, итерации и т.д. (smerge).
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Рис. 3.13. Операция слияния переходов.
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Рис. 3.14.  Операция слияния позиций.

3.6. Комбинированные модели (А-схемы).

Подход, предложенный М.П. Бусленко, является обобщённым и базируется на понятии агрегативной системы (aggregate system), представляющей собой формальную схему общего вида, называемую А-схемой.

Схема должна выполнять несколько функций: являться адекватным математическим описанием объекта моделирования, служить основой при написании алгоритмов и программ машинной реализации, позволять в упрощённом варианте проводить аналитические исследования.

При агрегативном подходе дается формальное определение объекта моделирования – агрегативной системы, которая является математической схемой, отображающей системный характер изучаемых объектов. При таком описании система разбивается на подсистемы, сохраняя связи, обеспечивающие взаимодействие. Разбиение проводится до получения подсистем, удобных для математического описания.

Элементом А-схемы является агрегат, а связь между агрегатами (внутри S и с внешней средой Е) осуществляется посредством оператора сопряжения R.

Агрегат характеризуется множествами: Т-моментов времени, X и Y - входных и выходных сигналов соответственно, Z-состояний. Состояние агрегата в момент времени t обозначается 
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, сигналы x(t)(X, y(t)(Y соответственно.

Положим, что переход из z(t1) в z(t2)(z(t1) происходит за малый интервал времени, т.е. имеет место скачок (z. Переходы определяются внутренними параметрами h(t)(H и x(t)(X-входными сигналами.

z0=z(t0)-состояние в начальный момент времени t0, задаваемое законом распределения процесса z(t) в момент t0, а именно: L[z(t0)]
Пусть процесс функционирования агрегата в случае воздействия входного сигнала xn описывается случайным оператором V, тогда в момент поступления tn(T входного сигнала xn можно определить состояние:

z(tn+0)=V[tn, z(tn), xn]

Обозначим полуинтервалы времени  t1 < t ( t2  как (t1,t2];

          t1 ( t < t2 как [t1,t2)

если (tn,tn+1) не содержит ни одного момента поступление сигналов, то для t((tn,tn+1) состояние определяется оператором U следующим соотношением:

z(t)=U[t, tn, z(tn+0)]

Совокупность случайных операторов V и U рассматривается как оператор перехода агрегата из состояния в состояние. Процесс функционирования агрегата состоит из скачков (z в моменты поступления входных сигналов x (оператор V) и изменений состояний между этими моментами tn и tn+1 (оператор U). На U не накладывается никаких ограничений, поэтому допустимы (z в моменты времени, не являющиеся моментами поступления входных сигналов x. Моменты скачков (z будем называть особыми моментами времени t(, а z(t()-особыми состояниями А-схемы. Для описания этих скачков будем использовать оператор W, являющийся частным случаем оператора U:
z(t(+0)=W[t( , z(t()]

В множестве Z выделяется подмножество Z(Y), что если z(t() достигает Z(Y), то это состояние является моментом выдачи выходного сигнала, определяемого оператором выходов:

y=G[t( , z(t()].

Таким образом, под агрегатом будем понимать любой объект, определяемый упорядоченной совокупностью множеств T, X, Y ,Z, Z(Y), H и случайных операторов V, U, W, G.

Приложения: Есть системы, которые в виду их сложности можно формализовать только конструкцией из нескольких агрегатов An, 
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, которую называют агрегативной системой или А-схемой. Каждый агрегат имеет In входных контактов и Yn выходных контактов.

Взаимодействие А-схемы с внешней средой (Е) рассматривается как обмен сигналами между Е и элементами А-схемы. Е можно представить в виде фиктивного элемента системы А0, вход которого содержит I0 входных контактов, а выход - J0 выходных контактов. Сигнал, выдаваемый А-схемой в Е принимается элементом А0 как входной сигнал, состоящий из элементарных сигналов x1(0)(t)…xI0(0)(t). Сигнал из Е в А-схему – выходной элемента А0 и состоит из элементарных сигналов y1(0)(t), y2(0)(t)…yJ0(0)(t). Т.о. каждый Аn как элемент А-схемы можно охарактеризовать множеством входных и множеством выходных контактов. Полученная пара множеств {Xi(n)} и {Yj(n)} 
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-модель элемента Аn, используемого для формального описания сопряжения его с прочими элементами А-схемы с внешней средой (Е).

В силу предположения о независимости передачи сигналов каждому входному контакту
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соответствует не более чем один выходной контакт
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где 
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 - множество входных контактов всех элементов А-схемы и Е, 
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 - множество выходящих контактов 
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Поэтому можно ввести однозначный оператор 
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 с областью определения в множестве 
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 и областью значения в множестве 
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 сопоставляющий входному контакту Xi(n) выходной контакт Yi(n) связанный с ним элементарным каналом.

Если к контакту Xi(n) не подключен никакой элементарный канал, то оператор R не определен на этом контакте.

Совокупность множеств {Xi(n)}, {Yl(k)} и оператор R образуют схему сопряжения элементов в систему S.

Рассмотрим оператор R для А-схемы, изображенной на рис. 3.15. Оператор R можно задать в виде таблицы, где на пересечении строк (номера элементов) и столбцов (номера контактов) расположены пары чисел k, l, обозначающие номер элемента k и номер контакта l, с которыми соединён контакт Xi(n):

	№
	i

	
	1
	2
	3
	4
	5

	0
	1 , 1
	3 , 1
	4 , 1
	5 , 1
	6 , 1

	1
	0 , 1
	
	
	
	

	2
	1 , 3
	0 , 2
	0 , 3
	
	

	3
	1 , 2
	2 , 1
	
	
	

	4
	3 , 2
	2 , 1
	2 , 2
	
	

	5
	2 , 2
	
	
	
	

	6
	5 , 2
	0 , 4
	
	
	


Если столбец и строки пронумеровать двойными индексами: n,i и k,l и на пересечении помещать 1 для контактов и элементов, соединенных элементарным каналом, и 0 – в противном случае, то получим матрицу смежности ориентированного графа, вершинами которого являются контакты агрегата, а дугами – элементарные каналы А-схемы.

Определение: Упорядоченную совокупность конечного числа агрегатов An, 
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 системы S, агрегата А0, характеризующего внешнюю среду Е, и оператора R, реализующего отображение 
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, будем называть А-схемой при следующих условиях:

1) для любых Xi(0)({Xi(0)} и Yl(0)({Yl(0)} в данной А-схеме Yl(0)(R(Xl(0));
2) если Yl(0)=R(Xi(n)), то 
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для любого момента 
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Ограничение (*) относится к структуре сопряжения агрегатов А-схемы системы S с внешней средой Е и требует, чтобы каждый элементарный канал, передающий сигналы в Е, начинался в одном из выходных контактов одного из агрегатов и каждый канал, передающий сигналы из Е, заканчивался на одном из входных контактов А-схемы.

Ограничение (**) предусматривает, что сигналы в А-схеме передаются непосредственно от одного агрегата к другому без устройств, способных описывать сигналы по каким-либо признакам.

Ограничение (***) относится к согласованию функционирования агрегатов А-схем во времени.

Ограничение (****) предусматривает, что сигналы между агрегатами передаются мгновенно, без искажений и перекодирования, изменяющего структуру сигнала.

Для многих систем (**) и (****) несправедливы. Для адекватности А-схемы надо описать селектирующие устройства, реальные средства передачи сигналов и всевозможные вспомогательные устройства как самостоятельные агрегаты, связи между которыми удовлетворяют перечисленным ограничениям.

Рис. 3.15. Структура агрегативной системы.

Стандартная форма представления объекта в виде А-схемы приводит к унификации не только алгоритмов имитации, но и к возможности применять стандартные методы обработки и анализа результатов моделирования.

Рассмотренные схемы позволяют формализовать большой класс систем.
Лекция 6
Тема №4: Формализация и алгоритмизация процессов функционирования систем

Несмотря на многообразие классов моделируемых систем и наличие широких возможностей реализации машинных моделей на ЭВМ, можно выделить основные закономерности перехода от построения концептуальной модели до проведения машинного эксперимента с моделью. Существенным фактором, который нужно учитывать при формализации и алгоритмизации моделей, является использование в качестве инструмента исследования аппаратно-программных средств вычислительной техники. Также необходимо привлекать для выполнения этой трудоемкой работы коллективы специалистов различных специальностей (системщиков, алгоритмистов, программистов).

4.1. Методика разработки и машинной реализации моделей систем

Моделирование с использованием ЭВМ позволяет исследовать механизм явлений, протекающих в реальном объекте с большими и малыми скоростями, так как машинная модель позволяет как бы "сжимать" или "растягивать" реальное время. Машинное моделирование связано с понятием системного времени, отличного от реального времени.

Сущность машинного моделирования – проведение на вычислительной машине эксперимента с моделью, которая представляет собой некоторый программный комплекс, описывающий формально и (или) алгоритмически поведение элементов системы S в процессе ее функционирования, то есть в их взаимодействии друг с другом и внешней средой Е.

Требования пользователя к модели: 1. Полнота модели должна предоставлять пользователю возможность получения необходимого набора оценок характеристик системы с требуемой точностью и достоверностью. 2. Гибкость модели должна давать возможность воспроизведения различных ситуаций при варьировании структуры, алгоритмов и параметров системы. 3. Длительность разработки системы должна быть минимальной с учетом имеющихся ресурсов. 4. Структура модели должна быть блочной, то есть допускать возможность замены некоторых блоков без переделки всей модели. 5. Информационное обеспечение должно давать возможность работы модели с базой данных систем определенного класса. 6. Программные и технические средства должны обеспечить эффективную реализацию модели и удобную работу с ней пользователя. 7. Если вычислительные ресурсы ограничены, то должно быть предусмотрено проведение аналитико-имитационного подхода к исследованию системы.

Процесс моделирования, включая разработку и машинную реализацию модели, является итерационным и продолжается до тех пор, пока не будет получена модель адекватная проектируемой системе.

Моделирование с помощью ЭВМ используется в следующих случаях:

a) для исследования системы до того как она спроектирована с целью определении чувствительности  характеристики к изменениям структуры, алгоритмов и параметров объекта и внешней среды;

b) на этапе проектирования системы для анализа и синтеза различных вариантов системы и выбора такого варианта, который будет удовлетворять заданному критерию оценки эффективности системы при принятых ограничениях;

c) при эксплуатации системы для получения дополняющей результаты натурных испытаний информации и для получения прогнозов эволюции системы во времени.

Этапы моделирования систем: построение концептуальной модели и ее реализация; получение и интерпретация результатов моделирования системы.

Рассмотрим взаимосвязь этапов и их составляющих (подэтапов) в виде сетевого графика (рис 4.1.)


[image: image140.wmf]
Рис. 4.1. Взаимосвязь этапов и подэтапов моделирования

Подэтапы:

1.1. Постановка задачи машинного моделирования;

1.2. Анализ задачи моделирования системы;

1.3. определение требований к исходной информации об объекте и ее сбор;

1.4. выдвижение гипотез и принятие предположений;

1.5. определение параметров и переменных модели;

1.6. установление основного содержания модели;

1.7. обоснование критериев эффективности модели;

1.8. определение процедур аппроксимации;

1.9. описание концептуальной модели системы;

1.10. проверка достоверности концептуальной модели;

1.11. составление тех. документации по первому этапу;

2.1.  построение логической схемы модели;

2.2. получение математических соотношений;

2.3. проверка достоверности модели;

2.4. выбор инструментальных средств для моделирования;

2.5. составление плана выполнения работ по программированию;

2.6. спецификация и построение схемы программы;

2.7. верификация и проверка достоверности схемы программы;

2.8. программирование модели;

2.9. проверка достоверности программы;

2.10. составление тех. документации по второму этапу;

1. планирование машинного эксперимента с моделью системы;

1.  определение требований к вычислительным средствам;

1.  проведение рабочих расчетов;

1. анализ результатов моделирования системы;

1. представление результатов моделирования;

1. интерпретация результатов моделирования;

1. подведение итогов моделирования и выдача рекомендаций;

1. составление тех. документации по третьему этапу.

Теперь рассмотрим содержание каждого этапа более подробно.

4.2. Построение концептуальных моделей систем и их формализация

На первом этапе машинного моделирования (построение концептуальной модели и ее формализация) формируется модель и строится ее формальная схема. Основное назначение этого этапа – переход от содержательного описания объекта к его математической модели, другими словами процесс формализации. Моделирование на ЭВМ – наиболее эффективный метод оценки характеристик больших систем. Модель должна быть адекватной, иначе нельзя получить достоверные результаты моделирования.

Определение: Под адекватной будем понимать модель, которая с определенной степенью приближения на уровне понимания моделируемой системы S разработчиком модели отражает процесс ее функционирования во внешней среде E.
Переход от описания к блочной модели. Наиболее рационально строить модель по блочному принципу (рис. 4.2.). Здесь можно выделить три группы блоков, которые являются автономными: блоки первой группы – имитатор воздействий Е на S; блоки 
Рис. 4.2. Концептуальная модель системы

второй группы являются собственно моделью процесса функционирования системы S; блоки третьей группы – вспомогательные и служат для машинной реализации вышеупомянутых блоков, а также для фиксации и обработки результатов моделирования.

Квадраты представляют собой описание некоторых подпроцессов исследуемого процесса функционирования системы S, воздействия внешней среды Е и т. д.
Переход от описания системы к ее модели в этой интерпретации сводится к исключению из рассмотрения некоторых второстепенных элементов описания (5-8, 39-
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41, 43-47), так как они предположительно не оказывают существенного влияния на ход процессов, исследуемых с помощью модели. Часть элементов (14, 15, 28, 29, 42) 
заменяется пассивными связями h1, отражающими внутренние свойства системы.

[image: image141]Некоторая часть элементов (1-4, 10,11,24,25) заменяется входными факторами X и воздействиями внешней среды ν1. Возможны и комбинированные замены: элементы 9,18,19,32,33 замены пассивной связью h2 и воздействием внешней среды Е. Элементы 22, 23, 36, 37 отражают воздействие системы на внешнюю среду (Y).

Оставшиеся элементы системы S группируются в блоки SI, SII, SIII (рис. 4.3.), отражающие процесс функционирования исследуемой системы. Число связей между блоками минимально, что говорит об их автономности. Построенная блочная модель предназначена для анализа характеристик этого процесса, который может быть проведен при машинной реализации полученной модели.

Математические модели процессов. После перехода от описания моделируемой системы S к ее модели Mk, необходимо построить математические модели процессов, происходящих в различных блоках. Математическая модель представляет собой совокупность соотношений (уравнений, логических условий, операторов), определяющих характеристики функционирования системы в зависимости от структуры системы, алгоритмов поведения, параметров, воздействий внешней среды, начальных условий и времени. Математическая модель является результатом формализации процесса функционирования исследуемой системы.

Для иллюстрации возможностей формализации рассмотрим процесс функционирования некоторой гипотетической системы S, которую можно разбить на m подсистем с характеристиками y1(t), y2(t),....ynY(t) с параметрами h1, h2,....., hnH при наличии входных воздействий x1, x2,....., xnX и воздействий внешней среды v1, v2,....., vnV. Тогда математической моделью процесса может служить система соотношений вида:
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      (4.1)

Если бы функции f были известны, то эта система оказалась бы идеальной математической моделью процесса функционирования системы S. Но на практике получение простых моделей достаточно сложных систем чаще всего невозможно, поэтому процесс разбивается на несколько элементарных подпроцессов. Таким образом, на этом этапе сущность формализации состоит в подборе типовых математических схем. Например, для стохастических процессов это могут быть Р-схемы, Q-схемы и т. д.

Для моделирования процесса функционирования системы на ЭВМ нужно преобразовать математическую модель в алгоритм и программу.

Лекция 7

4.3. Алгоритмизация моделей систем и их машинная реализация

На втором этапе математическая модель воплощается в конкретную машинную модель. Этот этап – этап практической деятельности.
Принципы построения моделирующих алгоритмов. Процесс функционирования системы S можно рассматривать как последовательную смену ее состояний 
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 в к-мерном пространстве. Очевидно, что задачей моделирования процесса функционирования системы является построение функций z, на основе которых можно провести вычисление интересующих характеристик процесса функционирования системы. Для этого необходимы соотношения, связывающие z с переменными, параметрами и временем, а так же начальные условия 
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 в момент времени t=t0.

Рассмотрим функционирование некоторой детерминированной системы SD. Вектор состояний такой системы:
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Тогда состояние процесса в момент времени t0+j∆t может быть однозначно определено из соотношений математической модели по известным начальным условиям. Это позволяет строить моделирующий алгоритм процесса функционирования системы. Для этого преобразуем соотношения модели Z к такому виду, чтобы сделать удобным вычисление 
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. Организуем счетчик системного времени, который в начальный момент времени показывает время t0. Для этого момента 
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. Прибавим интервал времени ∆t, тогда счетчик будет показывать 
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 и т. д. Если шаг ∆t достаточно мал, то таким путем модно получить приближенные значения z.
Рассмотрим процесс функционирования стохастической системы SR. Для такой системы функция состояний процесса z в момент времени 
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 и соотношения модели определяют лишь распределение вероятностей для 
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 теперь необходимо вычислить распределение вероятностей для возможных состояний. Пусть счетчик системного времени показывает время t0. В соответствии с заданным распределением вероятностей выбирается 
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 и т.д., пока не будет построена одна из возможных реализаций случайного многомерного процесса 
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Рассмотренный принцип построения моделирующих алгоритмов называется принципом (t. Это наиболее универсальный принцип, но с точки зрения затрат машинного времени он иногда оказывается неэкономичным.

При рассмотрении процессов функционирования некоторых систем можно обнаружить, что для них характерны два типа состояний: особые, присущие процессу функционирования системы только в некоторые моменты времени (моменты поступления входных или управляющих воздействий, возмущений внешней среды и т. п.); неособые, в которых процесс находится все остальное время. Особые состояния характерны еще и тем обстоятельством, что функции состояний Z(t) в эти моменты времени изменяются скачком, а между особыми состояниями изменение координат Z(t) происходит плавно и непрерывно или не происходит совсем. Таким образом, следя при моделировании системы только за ее особыми состояниями в те моменты времени, когда эти состояния имеют место, можно получить информацию, необходимую для построения функций Z(t). Очевидно, для описанного типа систем могут быть построены моделирующие алгоритмы по "принципу особых состояний". Обозначим скачкообразное (релейное) изменение состояния z как (z, а "принцип особых состояний" — как принцип (z.
Например, для СМО в качестве особых состояний могут быть выбраны состояния в моменты поступления заявок на обслуживание в прибор П и в моменты окончания обслуживания заявок каналами К, когда состояние системы, оцениваемое числом находящихся в ней заявок, меняется скачком.

"Принцип (z" дает возможность для ряда систем существенно уменьшить затраты машинного времени на реализацию моделирующих алгоритмов по сравнению с "принципом (t". Логика построения моделирующего алгоритма, реализующего "принцип (z", отличается от рассмотренной для "принципа (t" только тем, что включает в себя процедуру определения момента времени t(, соответствующего следующему особому состоянию системы. Для исследования процесса функционирования больших систем рационально использование комбинированного принципа построения моделирующих алгоритмов, сочетающего в себе преимущества каждого из рассмотренных принципов.

Формы представления моделирующих алгоритмов. Удобной формой представления логической структуры моделей процессов функционирования систем и машинных программ является схема. На различных этапах моделирования составляются детальные и обобщенные схемы моделирующих алгоритмов, а так же схемы программ.

Обобщенная (укрупненная) схема моделирующего алгоритма задает общий порядок действий при моделировании системы без каких-либо уточняющих деталей. Детальная схема моделирующего алгоритма содержит уточнения, отсутствующие на обобщенной схеме. Логическая схема моделирующего алгоритма представляет собой логическую структуру модели процесса функционирования системы. Схема программы отображает порядок программной реализации моделирующего алгоритма с использованием конкретного математического обеспечения.

Для начертания этих схем используется набор символов, определяемых ГОСТ 19.701 – 90 (ИСО 5807 - 85) "Единая схема программной документации. Схемы алгоритмов, программ, данных и систем. Условные обозначения и правила выполнения". К наиболее употребительным символам (см. рис. 4.4.), которые делятся на основные, специфические и специальные, относятся: основной символ: процесс (а), решение (б), подготовка (в), предопределенный процесс (г), ручная операция (д), специальные символы: соединитель (е), терминатор (ж). Можно использовать другие формы представления моделирующих алгоритмов, например форму "граф-схема" (рис. 4.4., з). Здесь Нi – начало, Вi – вычисление, Пi – проверка условия, Фi – формирование, Рi – получение результатов, Кi – конец, где i=1,g, g – общее число операторов моделирующего алгоритма. В качестве пояснения к граф-схеме алгоритма в тексте дается раскрытие содержания операторов.


[image: image158]
Рис. 4.4. Символы и схемы моделирующих алгоритмов.

На третьем этапе происходит получение и интерпретация результатов моделирования. Здесь инструментальная ЭВМ используется для проведения рабочих расчетов по составленной и отлаженной программе. Результаты этих расчетов позволяют сделать выводы о характеристиках процесса функционирования моделируемой системы S.

Таким образом, рассмотренная последовательность этапов отражает общий подход к построению и реализации модели системы S.

Лекция 8
Тема №5: Подготовка данных и обработка результатов моделирования систем

Исходные данные для моделирования и его результаты часто являются массивами случайных чисел, которые обрабатываются по правилам математической статистики. Эти правила представляют интерес для решения следующих задач: как подобрать подходящий теоретический закон распределения случайных чисел с тем, чтобы использовать его для генерации случайных чисел при моделировании систем или прогнозирования наибольших (наименьших) возможных значений этих чисел; как правильно прогнозировать наибольшие и наименьшие значения случайных чисел; как исключить ошибки получения экспериментальных данных и как отсеивать ложные результаты; как найти минимальное, но необходимое число опытов, в том числе прогонов модели, для получения достоверных результатов; можно ли объединять две группы случайных величин в одну общую группу.

5.1. Законы распределения случайных величин
Для процесса, который можно многократно воспроизводить, создавая для этого соответствующие условия, или, который многократно воспроизводится в реальности, независимо от чьей-либо воли, удобно использовать вероятностное описание.

При этом заранее известно множество 
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 конечных состояний этого процесса. Известно или предполагается, что каждое состояние si появляется при воспроизведении процесса с одинаковой относительной частотой.
Можно не описывать явно все, что приводит к тому или иному состоянию si из множества S, в частности все внешние факторы которые на это влияют. В этом случае каждому состоянию 
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 приписывают число pi – относительную частоту появления этого состояния при многократных воспроизведениях процесса, так, что 
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и называется его вероятностью.

Часто с исходами si случайного процесса естественным образом связываются числа xi. Во многих случаях исходы si и есть некоторые числа x, Тогда говорят о случайной величине X, которая может принимать значения {x1 x2 ….xn} c вероятностями { p1 …..pn} соответственно.

Полный набор значений, которые принимает случайная величина, называется генеральной совокупностью. Набор случайно отобранных из генеральной совокупности объектов называют выборочной совокупностью или выборкой. Объёмом совокупности называют число объектов в ней.
Вероятности могут быть описаны с помощью интегральной функции распределения F(x) или дифференциальной функции плотности распределения f(x).

Определение: Функция распределения (закон распределения) определяет вероятность Р(x) того, что случайная величина X принимает значение не больше заданного, т.е.

F(x)=P(X<x)

(5.1)

Определение: Плотность распределения вероятностей случайной величины X – это функция f(x) – первая производная от функции распределения F(x):
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Рис. 5.1. a) Плотность

           b) Функция распределения

Теорема: Вероятность того, что непрерывная случайная величина X примет значение, принадлежащее интервалу (a, b), равна определенному интегралу от плотности распределения, взятому в пределах от a до b:
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Полная площадь, ограниченная кривой f(x) равна 1. Если F(x) известна, то вероятность что x примет значение в пределах интервала [a,b), будет равна:
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(5.3)

Функции F(x) и f(x) связаны соотношениями:
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Определение: Среднее значение случайной величины называется математическим ожиданием:
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Определение: Дисперсия - это математическое ожидание квадрата отклонения величины x от центра её распределения mx:
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Среднее квадратическое отклонение (стандартное отклонение):
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Коэффициент вариации:
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Общеупотребительные выражения:
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Дисперсию можно выразить через математическое ожидание:
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то есть дисперсия случайной величины равна математическому ожиданию её квадрата минус квадрат математического ожидания.

5.2. Виды теоретических распределений
Равномерное (прямоугольное) распределение. X имеет равномерное распределение на участке от a до b если её плотность f(x) на этом участке постоянна:
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рис.5.2 Прямоугольное распределение.
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т.к. любой точке в (0,1) соответствует одна и та же вероятность, а стандартное отклонение σ=0.02887.
Типичным представителем равномерно распределённых сложных чисел (РРСЧ) являются числа рулетки.

Нормальное распределение (распределение Гаусса). X распределена по нормальному закону с математическим ожиданием и дисперсией 
[image: image180.wmf]2
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, если плотность распределения и функция распределения имеют вид:
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[image: image183]
Рис.5.3 Нормальное распределение.

Распределение Стьюдента (псевдоним английского статистика В.Госсета) называют отношение нормального распределения случайной величины y к квадратному корню из среднего значения квадратов случайных величин yi с теми же параметрами распределения, т.е. это распределение для величины 
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при -(<x<(; Г(f)-Гамма - функция, f-число степеней свободы, равное n-1, где n-объём выборки. С возрастанием числа степеней свободы распределение Стьюдента быстро приближается к нормальному.

Рис. 5.4 Распределение Стьюдента



рис. 5.5 Показательное распределение

Показательное имеет плотность распределения:
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 где ( - параметр показательного распределения (>0)
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Показательное распределение тесно связано с интервалом времени между двумя соседними событиями в стационарном потоке событий. Играет большую роль в теории массового обслуживания, в теории надёжности.

5.3. Определение параметров эмпирических распределений

Разработкой методов регистрации, описания, анализа экспериментальных данных занимается математическая статистика. Массивы чисел, полученные экспериментально, приближённо характеризуют генеральную совокупность и теоретическое распределение. При обработке данных эксперимента следует говорить не о параметрах, а об оценке этих параметров или их ещё называют статистические параметры. В дальнейшем мы будем обозначать их звёздочкой.

Рассмотрим задачу экспериментального определения числовых характеристик случайных величин. Пусть произведено n опытов в результате которых получено множество { x1 x2 ….xn} значений случайной величины X. Оценить математическое ожидание (найти статистическое среднее) этой величины можно по формуле: 

m*=
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(5.22),

а дисперсию по формуле:
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Пусть истинные математическое ожидание и дисперсия равны m и D. Рассмотрим m* и D*, как случайные, определенные формулами (5.22) и (5.23). Мат. ожидание величины m* равно m, а мат. ожидание D*= D(n-1)/n. Эти факты принято выражать следующим образом: экспериментальная оценка (5.22) мат. ожидания несмещенная, а экспериментальная оценка (5.23) дисперсии смещенная: если повторять многократно серию из n опытов, получая каждый раз экспериментальные значения случайной величины X и вычислять каждый раз значения D*, то оно будет колебаться не вокруг истинного значения D, а вокруг значения D(n-1)/n. Несмещенная оценка величины дисперсии дается формулой исправленной дисперсии (добавляется поправочный коэффициент n/(n-1) при относительно малых выборках):
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Оценка стандарта (среднего квадратического отклонения): 
[image: image191.wmf]*
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Заметим, что среднее квадратическое отклонение среднего арифметического n одинаково распределенных взаимно независимых случайных величин в 
[image: image192.wmf]n

раз меньше среднего квадратического отклонения σ каждой из величин, поэтому для оценки стандартного отклонения будем использовать формулу:
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Лекция 9

5.4. Статистическая проверка статистических гипотез

Статистическая гипотеза – гипотеза о виде не известного распределения или о параметрах известных распределений. 

Выдвинутую гипотезу Н0 называют основной (нулевой), наряду с ней обычно рассматривают альтернативную гипотезу Н1, противоречащую основной. Записывают так: Н0: mx=7; Н1:mx
[image: image194.wmf]¹

7

Если гипотеза состоит из одного предположения, то её называют простой, сложная гипотеза состоит из конечного или бесконечного числа простых. Например: сложная гипотеза Н0: С>5 состоит из множества простых Н1: С=Сi, где Сi- любое число больше 5.

Введём несколько понятий. Часто на практике нужно не только экспериментально определить числовые характеристики случайных величин, но и оценить точность и надежность этого вычисления. Пусть по экспериментальным наблюдениям случайной величины вычислена оценка (5.22) ее мат. ожидания. Пусть р – вероятность того, что величина m*[X] отклонится от истинного математического ожидания не более чем на ε. Величину р называют доверительной вероятностью, а интервал (m*[X]- ε, m*[X]+ε) – доверительным интервалом.

Определение: Надёжность (доверительная вероятность) - вероятность, с которой исследуемая величина находится в пределах доверительного интервала.

Рис 5.6.

Итак, доверительный интервал характеризует точность полученного результата, а доверительная вероятность его надежность. Задав ε, можно по имеющимся экспериментальным результатам оценить вероятность попадания вычисленного значения m*[X] в доверительный интервал.

Иногда за аргумент вместо доверительной вероятности р=( берут величину, дополняющую её до 1, т.е. 1-р (вероятность выхода за интервал). Её называют уровнем значимости.

(=(1-()100%
(5.26)

Обычно применяют 5; 1; 0.3;0.1% уровни значимости, что соответствует интервалам, покрывающим случайную величину с вероятностью 0.95; 0.99; 0.997; 0.999 соответственно.
Если интервалы отсчитывают от одного и того же значения (обычно 0 или -∞), то говорят об односторонних интервалах, если же обе границы изменяются, то говорят о двусторонних интервалах. Доверительную вероятность, связанную с двусторонними интервалами, будем называть надежностью, а с односторонними – обеспеченностью.

Если задан массив случайных чисел xi и есть основания полагать, что эти числа распределены по тому или иному закону, то определить границы доверительного интервала можно по таблицам, составленным для соответствующих распределений
. Такие таблицы составляют для нормированных случайных величин:
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для которых mz=0, σz=1, что соответствует ее точности оценки (расстоянию до границы доверительного интервала), равной:
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Для обратного перехода можно использовать формулы, которые описывают соотношения между функциями распределения соответствующими нормированной величине z и ненормированной величине x (с индексом 1 относятся к z, без индекса к x):
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Для определения границ, соответствующих заданной доверительной вероятности, удобно иметь таблицы функции распределения в "перевернутом" виде, то есть они должны давать значения x в зависимости от выбранного значения F(x) (таблицы квантилей).

Эти приемы для определения границ для нормально распределенных случайных величин применимы только при известных значениях среднего квадратического отклонения σx. Однако, их можно использовать если σx неизвестно, если n>30. В этом случае вместо σx можно использовать оценку среднеквадратического отклонения данной выборки
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В иных случаях нужно пользоваться распределением Стьюдента с k=n-1 степенями свободы.

Для проверки нулевой гипотезы используются случайную величину К, точное или приближенное распределение которой известно. Задав ( и используя таблицу 
квантилей для соответствующего вида распределения К, можно построить 
Рис. 5.7.

критические точки Kkr (рис.5.7).
Потом по данным выборки вычисляют наблюдаемое значение критерия. Если оно попадает в критическую область, то нулевую гипотезу отвергают, в противном случае, для этого оснований нет.

Для более чётких прогнозов необходимо учесть ошибки. Они бывают первого и второго рода. Ошибка первого рода состоит в том, что будет отвергнута правильная гипотеза. Ошибка второго рода – будет принята неправильная гипотеза.

Если вероятность ошибки второго рода равна (, то величина 1-( будет характеризовать вероятность попадания критерия в критическую область при условии, что справедливы конкурирующая гипотеза. Такую вероятность называют мощностью критерия. При возрастании мощности критерия уменьшается вероятность совершить ошибку второго рода ( если уровень значимости выбран, то критическую область следует строить так, чтобы мощность критерия была max.

5.5. Подбор подходящего теоретического распределения. Критерии согласия

Чтобы подобрать подходящее теоретическое распределение, необходимо построить кривую плотности распределения, после этого выбрать похожую из известных типов распределений. Если есть основания отдать предпочтение тому или иному распределению, то кривую строить нет необходимости. Затем выдвигают гипотезу о соответствии экспериментального и теоретического распределений, проверяют её на заданном уровне значимости, используя критерии согласия. Существуют несколько критериев.
Критерий Пирсона (хи-квадрат) применим только к сгруппированным данным. Рекомендуется, чтобы численность интервалов (групп), была не меньше 5. Исходные данные разбивают на m интервалов и вычисляют для каждого:

 - экспериментальные частоты 
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, ni-количество данных попавших в i – й интервал, n - объём выборки, 

 - теоретические частоты pi= Ф(xi+1) - Ф(xi), найденные по таблицам и формулам для выбранного типа теоретического распределения;

экспериментальную величину.
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По таблицам квантилей распределения χ2 при заданном уровне значимости ( (обычно 5%) и известном числе степеней свободы f находят теоретическое значение χ2. f = количеству интервалов минус число независимых условий, наложенных на экспериментальные частоты pi*. Примерами таких условий могут быть: равенство единице суммы всех частот, совпадение статистического среднего с гипотетическим, совпадение дисперсий и т.п. Следовательно: 

f=m-1-r,

(5.30)

где m-число интервалов, 1 - отмеченное выше условие, r - число параметров, определяемых из опытных данных.
Пример: если предполагаемое распределение – нормальное, то оценивают два параметра - математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение, тогда f=m-1-r=m-1-2=m-3.
Если 

(χ2)*<χ2,

(5.31)

то функция распределения при заданном уровне значимости (β=5%) согласуется с экспериментальными данными.

Критерий Колмогорова-Смирнова определяется разностью максимальных абсолютных значений статистической функции распределения F*(x) и соответствующей теоретической функцией распределения F(x), т.е.:
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Было доказано, что какой бы вид не имела F(x) при неограниченном возрастании числа независимых наблюдений n вероятность неравенства:


[image: image202.wmf]l

³

n

D


(5.33)

стремится к пределу:
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Для практического использования есть таблица квантилей, определённых из соотношения k((()=(,где функция распределения записана в несколько ином виде:
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Схема применения критерия:

1) По результатам n наблюдений постройте статистическую функцию распределения F*(x);
2) На том же графике нанесите предполагаемую теоретическую функцию распределения F(x);

3) Определите max величину модуля разности ординат D и вычислите величину 
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С помощью таблицы по заданному уровню значимости ( найдите значение ((. Если (<((, то теоретическое и экспериментальное распределения согласуются на заданном уровне значимости.

5.6. Пример подбора подходящего теоретического распределения

Пусть Задан массив случайных чисел x1,x2……..xn. Это могут быть значения снеговой нагрузки, определенные по данным многолетних наблюдений, пределы текучести стали, найденные путем испытаний, усилия в элементе конструкции, вычисленные путем многолетних расчетов. Определить теоретическое распределение этих чисел.

Запишем исходный массив:

	№ п/п
	xi
	№ п/п
	xi
	№ п/п
	xi

	1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15
	110

99

103

127

106

116

109

92

110

125

113

125

111

121

129
	16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30
	112

112

112

112

111

113

113

113

114

114

114

114

115

115

116
	31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46
	116

116

116

108

117

119

110

111

121

122

125

111

120

126

105

111


Прежде всего, массив нужно ранжировать:
	xi
	92
	99
	103
	105
	106
	108
	109
	110
	111
	112
	113

	ni
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	3
	5
	4
	4


	xi
	114
	115
	116
	117
	119
	120
	121
	122
	125
	126
	127
	129

	ni
	4
	2
	5
	1
	1
	1
	2
	1
	3
	1
	1
	1


Далее весь диапазон делят на интервалы, назначают их ширину и определяют количество (зависит от размера массива сл. величин, при больших массивах выбирают порядка 12…20 интервалов, а при физическом моделировании ограничиваются 6…12 интервалами). В данном примере берем 10 интервалов. Далее производим вычисления и заносим их в таблицу. В первом столбце – номера интервалов, во втором – границы, в третьем – среднее значение интервалов, в четвертом – кол-во сл. величин, попавших в интервал, причем, если случайные величины расположены на границе интервала, то половину из них относят к левому, а половину к правому интервалам, остальные столбцы понятны по их названиям:

	i
	интервал
	xi
	ni
	xini
	xi2
	xi2ni
	hi=ni/n

	1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
	92-96

96-100

100-104

104-108

108-112

112-116

116-120

120-124

124-128

128-132
	94

98

102

106

110

114

118

122

126

130
	1

1

1

2.5

11.5

14.5

5

3.5

5

1
	94

98

102

265

1265

1653

590

427

630

130
	8836

9604

10404

11236

12100

12996

13924

14884

15876

16900
	8836

9604

10404

28090

139150

188442

69620

52094

79380

16900
	0.022

0.022

0.022

0.054

0.250

0.315

0.109

0.076

0.109

0.022

	
	сумма
	
	46
	5254
	
	602520
	


По полученным данным строим гистограмму. На оси абсцисс откладываем интервалы (второй столбец), по оси ординат – частоты (8 столбец). Для построения экспериментальной плотности распределения должны иметь значение hi/d, где d - величина интервала. В этом случае площадь, ограниченная гистограммой будет равна 1. Соединим вершины столбиков и получим экспериментальную кривую плотности распределения заданного массива. Далее, подбираем подходящее теоретическое распределение.

Для оценки сходства распределений, по сути, следует вникнуть в физический смысл данного распределения. Так если рассматривать числа, выпавшие при игре в рулетку или лото, следует ожидать равномерное распределение.

Когда случайное событие является следствием многих причин при примерно одинаковом вкладе каждой из них, логично ожидать нормальное распределение. К такому распределению относят ошибки измерений, механические характеристики сталей, диаметры просверленных отверстий.

Логарифмически-нормальное распределение характерно для продолжительности биологической жизни, образования индекса цен, времени износа оборудования, распределения доходов и т.д.

Распределение Пуассона описывает редкие события, такие как: количество дефектов в готовом изделии; количество аварий самолетов, происшедших за отрезок времени; число требований выплаты страховых сумм, поступающих в единицу времени.

Количественные оценки делают на основе критериев согласия. Определим статистические параметры распределения:
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Если считать полученные значения точными, то плотность распределения (сплошная линия на рисунке):
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Эта плотность соответствует функции распределения:
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Далее следует проверить возможность использования полученных выражений на основе критериев согласия.

Критерий Колмогорова-Смирнова: Выразим функцию распределения через нормированную нормальную функцию распределения:
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что позволяет определить теоретические накопленные частоты pi по данным таблицы содержащей интегральную функцию нормального распределения. При этом 
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	xi
	(xi-mx)/σ
	pi
	Hi
	pi-Hi

	1
	2
	3
	4
	5

	92

96

100

104

108

112

116

120

124

128

132
	-3.062

-2.511

-1.959

-1.408

-0.857

-0.306

+0.246

+0.797

+1.348

+1.899

+2.451
	0.001

0.006

0.025

0.085

0.196

0.380

0.597

0.787

0.908

0.971

0.993
	0

0.022

0.044

0.066

0.120

0.370

0.685

0.794

0.870

0.979

1.000
	+0.001

-0.016

-0.019

+0.076

+0.010

-0.088

-0.007

+0.038

-0.008

-0.007


Анализируя пятый столбец, найдем максимальную разность теоретической и экспериментальной накопленных частот D=0.088, определяем 
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. По таблице "Критические значения наибольшего отклонения эмпирического распределения от теоретического" найдем при уровне значимости 5% (α=0.95), 
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. Так как λ< λα, то по критерию Колмогорова-Смирнова разница между теоретическим и экспериментальным распределениями незначительная и нет оснований отвергать гипотезу о нормальном распределении совокупности.

Критерий Пирсона: объем выборки мал и использование этого критерия некорректно.

5.7. Сравнение двух групп случайных величин

Часто бывает необходимо сравнить две выборки, чтобы отнести их к одной генеральной совокупности. Например, при оценке возможности рассматривать результаты наблюдений двух метеостанций в составе одного района. Такие задачи решаются на основе статистических проверок статистических гипотез.

Рассмотрим критерии Вилкоксона для проверки гипотезы об однородности двух выборок. Этот критерий применим к случайным величинам, распределения которых неизвестны, единственное требование: чтобы величины были непрерывны.

Пусть заданны выборки с объёмами n1 и n2, причём 
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, их функции распределения F1(x) и F2(x) - неизвестны. Требуется проверить на уровне значимости (=2Q нулевую гипотезу, состоящую в том, что при всех значениях аргумента функции распределения равны между собой, то есть H0: F1(x)=F2(x) при конкурирующей гипотезе H1: F1 (x)(F2 (x)

Пусть объём выборки не превышает 25. Следует:

1. Расположить случайные величины обеих выборок в возрастающем порядке, то есть в виде одного вариационного ряда, и найти в этом ряду наблюдаемое значение критерия W-сумму порядковых номеров вариант первой выборки

2. Нижнюю критическую точку найти по таблице П7. wn=f(Q1,n1,n2), Q=(/2

3. Найти верхнюю критическую точку:
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(5.36)

4. Если W<wn или W>w( - H0 отвергают,

если wn<W<w( - нет оснований отвергать H0,
если объём выборок превышает 25, то для определения нижней критической точки вместо формулы 5.32 используют формулу:
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где Q=(/2; Zсr найти по таблице функции Лапласа (П3) по равенству Ф(zсr)=(1-()/2

Пример: При уровне значимости 0,05 проверить H0 об однородности двух выборок объёмом n1=6, n2=8

	X1,i
	15
	23
	25
	26
	28
	29

	X2,i
	12
	14
	18
	20
	22
	24
	27
	30


Н1: 
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Решение:

	1. № п/п
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	варианты
	12
	14
	15
	18
	20
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30


Найдем наблюдаемое значение критерия Вилкоксона – сумму порядковых номеров по варианту первой выборки:W=3+7+9+10+12+13=54

2. Учитывая, что 
[image: image217.wmf]
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, n1=6, n2=8 из табл.П.7. найдем нижнюю критическую точку:

wn (0.025, 6, 8)=29 

верхняя критическая точка

wν=(n1+n2+1)n1-wn=(6+8+1)6-29=61

т.к. 29<54<61, т.е. wn<W<w( нет оснований отвергать Н0 об однородности выборок.
Если конкурирующая гипотеза Н1: F1(x)>F2(x), то при определении нижней критической точки нужно учитывать что Q=(
если W>wn - нет оснований отвергать Н0
если W<w( - гипотезу отвергают 

Если Н1: F1(x)<F2(x), то по формуле (5.36) найти верхнюю критическую точку, Q=(;

если W<w( - нет оснований отвергать Н0;

если W>wn - гипотезу отвергают.

Лекция 10

Тема №6: Имитационное моделирование

Имитационное моделирование (ИМ) используют для описания технологических процессов и систем массового обслуживания, в которых основная роль отводится последовательности чередования событий и продолжительности их действия. Часто, оптимизация этих факторов – конечная цель моделирования.

Случайные факторы при ИМ могут иметь характер случайных величин (СВ), случайных процессов (СП), случайных событий (СС), потоков случайных событий (ПСС). На практике, по результатам имитации СВ можно имитировать другие виды факторов.

6.1. Основы имитационного моделирования

Рассмотрим пример – один из вариантов классической задачи о случайном блуждании. Прохожий стоит на перекрестке улиц и решает прогуляться, чтобы разогнать хмель. Вероятность выбора направления (север, юг, восток, запад) одинакова. Определить вероятность того, что, пройдя N кварталов, прохожий окажется не далее трех кварталов от места, где он начал прогулку.

Обозначим местоположение прохожего на каждом перекрестке с помощью координат X и Y, начало отсчета – исходный перекресток. Каждому перемещению на один квартал соответствует приращение координаты на 1, то есть на каждом перекрестке может осуществляться одно из равновероятностных событий:

X=X+1, X=X-1, Y=Y+1, Y=Y-1.

Для выбора одного из возможных направлений нужно иметь устройство, позволяющее выбирать одно из четырех равновероятных событий. Таким устройством может быть рулетка, разделенная на четыре части с указанием сторон света. Или рулетка с делениями, но с условием относить числа 1…25 к движению на восток (реализация события X=X+1), числа 26…50 – к движению на запад (X=X-1) и т. д. В обоих случаях события будут появляться с одинаковой вероятностью, что удовлетворяет условию задачи. При моделировании этой задачи на ПК необходима программа, которая позволяет генерировать последовательность равновероятных случайных чисел. Алгоритм моделирования процесса случайного блуждания представлен на рис. 6.1.

Проиграв такой процесс много раз, мы получим статистический материал, обработав который можно ответить на поставленный вопрос. Чем больше проведено опытов (прогонов модели), тем точнее будет ответ.

Применение имитационного моделирования целесообразно при наличии определенного условия. Эти условия определяет Р. Шеннон:

1. Не существует законченной математической постановки данной задачи, либо еще не разработаны аналитические методы решения сформулированной математической модели. К этой категории относятся многие модели массового обслуживания, связанные с рассмотрением очередей.

2. Аналитические методы имеются, но математические процедуры столь сложны и трудоемки, что имитационное моделирование дает более простой способ решения задачи.

3. Кроме оценки определенных параметров, желательно осуществить на имитационной модели наблюдение за ходом процесса в течение определенного периода.

Основой получения результатов с помощью имитационных моделей является метод статистических испытаний (метод Монте Карло). Сущность метода - построение для процесса функционирования исследуемой системы S некоторого моделирующего алгоритма, имитирующего поведение и взаимодействие элементов системы с учетом случайных воздействий и реализация этого алгоритма на ЭВМ.

В результате получается серия частных значений искомых величин или функций, обрабатывая которые с помощью статистических методов можно получить сведения о поведении реального объекта или процесса в произвольные промежутки времени. При большом числе опытов эти результаты приобретают статистическую устойчивость, поэтому с достаточной точностью могут быть приняты в качестве оценок искомых характеристик процесса функционирования системы S.

Теоретической основой метода Монте Карло являются предельные теоремы теории вероятностей, которые являются выражением закономерностей, которым подчиняются случайные величины, события или явления. Эти закономерности позволяют прогнозировать поведение случайных явлений и количественно оценить их средние характеристики, которые проявляют определенную устойчивость. Предельные теоремы гарантируют высокое качество статистических оценок при весьма большом количестве испытаний (N). При использовании ЭВМ практически приемлемые при статистическом моделировании количественные оценки могут быть получены уже при небольших N. Это теоремы Лапласа, Центральная предельная теорема, теорема Маркова, обобщенная теорема Чебышева, теорема Пуассона, теорема Чебышева.

6.2. Моделирование случайных факторов

К случайным факторам будем относить: случайные события, определяющие появление качественных изменений моделируемой системы; случайные числа, характеризующие количественные изменения параметров системы; случайные функции, моделирующие случайные процессы.

Все случайные факторы формируют в два этапа. На первом этапе генерируют случайные числа с равномерной плотностью распределения в интервале (0, 1), на втором – эти числа используют как материал для формирования случайных факторов.

6.2.1. Псевдослучайные последовательности и процедуры их машинной генерации

Существует 3 способа генерирования равномерно распределенных случайных чисел (РСЧ): аппаратный, табличный и алгоритмический.

Аппаратный способ используют при наличии соответствующей приставки в составе ЭВМ. В качестве физического эффекта, лежащего в основе таких генераторов чисел, чаще всего используются шумы в электронных и полупроводниковых приборах, явления распада радиоактивных элементов и т.д. "Плюсы" этого способа: запас чисел неограничен, реализация этого способа генерирования РСЧ не требует выполнения вычислительных операций и места в ОЗУ. Недостатки: не позволяет повторить последовательность случайных чисел при необходимости контроля и нуждается в периодической проверке равномерности распределения чисел, используется специальное устройство.

Табличный способ может быть организован путем предварительной записи в память ЭВМ массива случайных чисел, взятых из литературы по математической статистике. При ограниченном объеме ОЗУ массив РСЧ, сформированный на внешнем накопителе, можно загрузить в память частями по мере необходимости. "Плюсы": требуется всего одна проверка равномерности распределения чисел, возможность повторного воспроизведения СП. Недостатки: значительные затраты памяти для хранения массива СЧ, запас чисел ограничен.

Алгоритмический способ предусматривает генерирование РСЧ с помощью программных средств (специальных алгоритмов и реализующих их программ; каждое случайное число вычисляется с помощью соответствующей программы по мере возникновения потребностей при моделировании на ЭВМ). "Плюсы": требуется всего одна проверка равномерности распределения чисел, возможно многократное воспроизведение последовательности, затраты памяти для хранения массива СЧ незначительны, не применяются внешние устройства. Недостатки: запас чисел ограничен, существенные затраты машинного времени.

На ЭВМ нельзя получить идеальную последовательность СЧ, так как можно оперировать только с конечным множеством чисел и для получения значений случайной величины используются формулы (алгоритмы), поэтому последовательности СЧ, полученные на ЭВМ называются псевдослучайными.

Требования к генератору случайных чисел:

· последовательности чисел должны состоять из квазиравномерно распределенных чисел;

· содержать статистически независимые числа;

· обладать воспроизводимостью;

· иметь неповторяющиеся числа;

· получаться с минимальными затратами машинного времени;

· занимать минимальный объем памяти.

Наибольшее применение в практике моделирования на ЭВМ для генерации СЧ находят алгоритмы вида:
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Это реккурентные соотношения первого порядка, для которых x0 и постоянные параметры заданы.

Метод серединных квадратов – исторически первая процедура получения псевдослучайных чисел. Пусть имеется 2n разрядное число, меньшее единицы:

Xi=0. a1 a2…a2n.

Возведем его в квадрат:

Xi2=0. b1 b2…b4n,

а затем отбросим средние 2n разрядов:

Xi+1=0. bn+1 bn+2 …b3n, которые и будут являться следующим числом.

Пример: X0=0.2152; X02=0.04631104, то есть X1=0.6311; X12=0.39828721, то есть X2=0.8287 и т.д. Недостаток в том, что может отсутствовать случайность, например если X0=0.4500, то:

X02=0.20250000

X1=0.2500

X12=0.06250000

X2=0.2500

X22=0.06250000

X3=0.2500

Конгруэнтные процедуры генерации получили широкое применение при моделировании на ЭВМ. Они представляют собой арифметические операции, в основе которых лежит понятие конгруэнтности.

Определение: Два целых числа α и β – конгруэнтны (сравнимы) по модулю m, где m целое число, тогда и только тогда, когда существует целое число k, такое что α-β=km, то есть если (α-β) делится на m и если α и β дают одинаковые остатки от деления на абсолютную величину числа m.

Пример: 1984 ≡ 4(mod 10), 5008 ≡ 8(mod 103) и т.д.

Конгруэнтные методы описываются в виде реккурентных соотношений, когда функция (6.1) имеет вид:
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(6.2)

где Xi, λ, μ, m – неотрицательные целые числа.

Раскроем (6.2):
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(6.3)

Если заданы X0, λ,аддитивная константа μ, то (6.3) однозначно определяет последовательность целых чисел {Xi}, составленную из остатков от деления на m членов последовательности {
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}. Таким образом, для любого i ≥ 1 справедливо: Xi < m. По целым числам последовательности {Xi} можно построить последовательность {xi}={Xi/m} рациональных чисел, лежащих в интервале (0,1). Конгруэнтная процедура может быть реализована мультипликативным либо смешанным методом.

Мультипликативный метод задает последовательность неотрицательных целых чисел {Xi} не превосходящих m по формуле:
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то есть частный случай (6.2).

Для удобства машинной реализации значения λ и m увязывают с принятой системой счисления: p=2 – для двоичной и p=10 – для десятичной машины, и с числом бит q в машинном слове. Для двоичных машин m=2q; λ=8t±3, где t – любое целое положительное число. Алгоритм вычислений для двоичной машины весьма прост и сводится к выполнению следующих операций:

1) выбрать в качестве X0 произвольное нечетное число;

2) вычислить 
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, где t – любое целое положительное число;

3) найти λX0, содержащее не более 2q значащих разрядов;

4) взять q младших разрядов в качестве первого числаX1, а остальные отбросить;

5) определить x1=X1/2q из интервала (0, 1);

6) присвоить X0=X1;

7) вернуться к пункту 3).

Пример: необходимо получить числа последовательности для q=4, используя алгоритм мультипликативного метода.

1) Выбираем X0=7 (в десятичной машине) или X0=0111 (в двоичной);

2) пусть t=1, тогда λ10=11 или λ10=5, выбираем число "5" и записываем его в двоичном коде: λ10=0101.

Считаем λX0, берем младшие четыре разряда, вычисляем X1 и присваиваем X0=X1, то есть выполняем пункты 3)-7) алгоритма, получим:

λX0=(0101)·(0111)=00100011, X1=0011=(3), x1=3/16=0,1875;

λX1=(0101)·(0011)=00001111, X2=1111=(15), x2=15/16=0,9375;

λX2=(0101)·(1111)=01001011, X3=1011=(11), x3=11/16=0,6875.

В силу детерминированности метода получаются воспроизводимые последовательности, объем памяти при этом минимален, а с вычислительной точки зрения требуется последовательный подсчет произведения двух целых чисел, что быстро реализуется на современных ЭВМ.

На основе такой процедуры созданы различные генераторы РСЧ и программы.

Смешанный метод позволяет вычислить последовательность неотрицательных целых чисел {Xi} не превосходящих m по формуле:
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Он сложнее мультипликативного, но возможность выбора дополнительного параметра позволяет уменьшить возможную корреляцию получаемых чисел.

6.2.2. Проверка качества последовательностей псевдослучайных чисел

Достоверность результатов моделирования существенно зависит от качества псевдослучайных чисел, которые являются основой для получения стохастических воздействий на элементы моделируемой системы, поэтому генератор должен пройти тестирование по различным статистическим критериям, включая проверку на равномерность, стохастичность и независимость.

Проверку равномерности производят путем сравнения параметров эмпирического распределения РСЧ с теоретическими параметрами равномерного распределения (мат. ожидание равно 0,5; дисперсия – 0,0833; стандартное отклонение – 0,2887; начальный момент второго порядка – 0,333). 

Наиболее простой проверкой равномерности распределения РСЧ является непосредственный подсчет кол-ва чисел в интервале от одного до двух стандартов (s<xi<2s), их должно быть порядка 58%. Можно сравнить среднее значение чисел, полученных с помощью генератора с мат. ожиданием 0,5, а эмпирический начальный момент второго порядка – с теоретическим (s2=0,333).

Рассмотрим еще один способ проверки равномерности. По косвенным признакам генерируемую последовательность N чисел разбивают на две последовательности, например:

x1, x3, x5, ..., x2i-1;

x2, x4, x6,..., x2i,, 
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Если числа распределены равномерно, то точки в координатах x2i-1, x2i  равномерно заполнят квадрат 1×1 (рис. 6.3).

Проконтролировать равномерность распределения точек можно по числу точек, расположенных над прямой с уравнением x2i=x2i-1  и под этой прямой. Эти числа должны быть примерно равны между собой:
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Вместо прямой можно рассмотреть дугу окружности радиуса 1 и посчитать число точек, попавших в четверть круга. Здесь фиксировать нужно количество k реализаций событий
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а для оценки равномерности распределения псевдослучайных чисел используют условие 
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 (в силу закона больших чисел теории вероятностей, при больших N частота относительно стремится к π/4).

Проверки стохастичности и независимости выполняют при разработке новых типов генераторов СЧ, при тестировании такие проверки обычно не производят. Первая проверка сводится к определению законов и оценке параметров распределения единиц (нулей) в n-разрядных двоичных числах, вторая – к оценке коэффициента корреляции для двух последовательностей СЧ: x1, x2,..., xr  и y1=xr+1, y2=xr+2,..., ym=xN.

6.2.3. Генерирование случайных событий

Случайные события – простейшие случайные объекты при статистическом моделировании.

1. На примере посмотрим, как методом имитации оценить вероятность того, что на интервале (0,t) произойдет ровно m наступлений некоторого события А. Разобьем интервал на маленькие интервалы длины dt и реализуем следующий вычислительный процесс. На каждом интервале, начиная с первого, с помощью соответствующего датчика выбрасывается случайное число ξ, равномерно распределенное на интервале (0,1), если ξ>dt, то считается что событие А на соответствующем интервале наступило. В противном случае оно считается не наступившим, что равносильно наступлению события 
[image: image230.wmf]A

 (читается "не А"). После того, как это сделано для всех интервалов промежутка (0,t) подсчитывается количество наступлений события А. Реализуя этот процесс n раз, получим множество {x1…..xn} значений рассматриваемой случайной величины, по которым методами математической статистики вычисляем интересующие нас характеристики. Алгоритм генератора имеет вид:

Если x<PA , то наступило событие A, иначе - 
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2. Генерирование ряда событий: E1, E2,…, En с вероятностями P1…Pn, причем P1+P2+...+Pn=1

если x<P1 то наступило событие E1, иначе,

если x<P1+P2 , то наступило событие E2, иначе,…,

если x<P1+P2+...+Pn-1 то наступило событие En-1,
иначе наступило событие En,

Процедуру подобных испытаний называют определением исхода испытания по жребию.

3. Искомый результат при проведении испытания может являться сложным событием (зависит от двух или более простых событий). Рассмотрим независимые события А и В с вероятностями наступления PА и PВ. Возможными исходами совместных испытаний в этом случае будут события 
[image: image232.wmf]B

A

B

A

B

A

B

A

,

,

,

 с вероятностями PА·PВ, (1-PА)·PВ, PА·(1-PВ), (1-PА)·(1-PВ). Для моделирования совместных испытаний можно использовать два варианта процедуры:

· Последовательное выполнение процедуры, используя алгоритм  п.1.

· Определение одного из исходов 
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по жребию с соответствующими вероятностями, используя алгоритм п.2.

Первый вариант потребует двух чисел xi и двух сравнений. При втором варианте можно обойтись одним числом xi , но сравнений может потребоваться больше. С точки зрения удобства построения моделирующего алгоритма и экономии количества операций и памяти ЭВМ более предпочтителен первый вариант.

4. Рассмотрим случай, когда события А и В являются зависимыми и наступают с вероятностями PА и PВ . Обозначим через P(В/A) условную вероятность наступления события В при условии, что событие А произошло. Условную вероятность P(В/A) считаем заданной. Вариант построения генератора модели событий: из последовательности РСЧ извлекается очередное число xm  и проверяется справедливость неравенства xm< PА. Если выполняется , то событие А наступило. Для испытания связанного с В используем вероятность P(В/A). Из совокупности берется очередное число xm+1 и проверяется условие xm+1≤ P(В/A). В зависимости от выполнения этого условия, исходом испытания являются события 
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Если неравенство xm< PА не выполняется, то наступает событие 
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. Для события, связанного с событием В, число xm+1 нужно сравнивать с условной вероятностью
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т. е. проверить условие xm+1≤ P(В/A). В зависимости от выполнения этого условия получим реализацию события 
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6.2.4. Генерирование СЧ с заданным законом распределения

Пусть непрерывная случайная величина ν задана интегральной функцией распределения:
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где 
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 - плотность распределения вероятностей. Для получения непрерывной случайной величины можно воспользоваться методом обратной функции. Функция 
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 (взаимно однозначная и монотонная), полученная путем решения относительно ν уравнения 
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, преобразует равномерно распределенную на (0,1) величину x в ν с требуемой плотностью 
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Если случайная величина ν имеет указанную плотность распределения, то распределение случайной величины
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является равномерным в интервале (0,1), тогда можно сделать вывод: чтобы получить число, принадлежащее последовательности случайных чисел {yi}, имеющих функцию плотности 
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необходимо разрешить относительно yi уравнение
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Иногда такую задачу можно решить аналитически и получить замкнутую формулу для генерирования случайных чисел с заданным законом распределения.

Этот способ часто приводит к громоздким вычислениям с большими затратами вычислительных ресурсов (иногда интеграл (*) не берется и приходится прибегать к численным методам его вычисления). Поэтому чаще используют приближенные способы генерирования случайных чисел, которые можно классифицировать следующим образом:

· универсальные, пригодные для моделирования произвольных законов распределения;

· специальные, которые используют в частных случаях.

Рассмотрим приближенный универсальный способ получения случайных чисел, основанный на кусочно-линейной аппроксимации функции плотности распределения.

Пусть требуется получить последовательность случайных чисел {yi} с функцией плотности f( (yi), возможные значения которой лежат в интервале (a,b). Разобьем интервал (a,b) на m интервалов (рис.6.4) так, чтобы вероятность попадания случайной величины ( в любой интервал (ak, ak+1) была одинаковой, т.е. не зависела от номера интервала и соответствовала условию:
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Тогда ( можно представить в виде 
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 - абсцисса левой границы k-го интервала; 
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 - случайная величина, равномерно распределенная внутри k-го интервала.
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Рис. 6.4. Генерирование случайных величин по плотности распределения

В таком случае, алгоритм реализации этого способа получения случайных чисел сводится к выполнению следующих действий при этом предварительно формируется массив в виде таблицы (устанавливает соответствие между РСЧ и номерами интервалов, с указанием левых границ):

1) генерируется РСЧ xi из интервала (0,1); 

2) с помощью этого числа случайным образом из таблицы определяется интервал (ak, ak+1);

3) генерируется число xi+1 и масштабируется с целью приведения его к интервалу (ak, ak+1), то есть находится (ak+1-ak) xi+1;

4) вычисляется искомое случайное число yi=ak+ xi+1(ak+1-ak) с требуемым законом распределения.

Процесс выборки интервала (ak, ak+1): целесообразно построить таблицу (сформировать массив), в которую помещают номера интервалов k и значение коэффициента масштабирования (из соотношения (**)) для приведения числа k к интервалу (a, b). Получив из генератора число xi, с помощью таблицы определяем абсциссу левой границы ak и коэффициент масштабирования (ak+1-ak).

Достоинство этого способа преобразования случайных чисел: небольшое количество операций для получения каждого случайного числа, так как масштабирование выполняется один раз перед моделированием и количество операций не зависит от точности аппроксимации, то есть от количества интервалов m. 

Рассмотрим способы преобразования последовательности РСЧ {xi} в последовательность с заданным законом распределения {yi} на основе предельных теорем теории вероятностей.

Специальные способы разработаны для отдельных типов теоретических распределений, то есть не являются универсальными.

Лекция 11
Тема №7:Планирование эксперимента

Планирование эксперимента позволяет оптимизировать трудовые, временные и материальные затраты на проведение исследований.

Основы теории: построение экономичных планов, по результатам измерений в точках которых, можно делать выводы о неизвестных параметрах функций регрессии, причем делать это на основе четко формализованных процедур.

Рассмотрим двухуровневые планы, в которых влияние на результат эксперимента входных переменных изучается на двух уровнях: при наибольшем и наименьшем значении переменной в исследуемой области.

Рассмотрим простой эксперимент, в котором участвуют только две переменных x – фактор и y – отклик. Тогда x – входная, независимая (экзогенная) переменная, а y – выходная, зависимая  (эндогенная) переменная.

Каждый фактор xi, i=1,k может принимать в эксперименте одно из нескольких значений (уровней). Фиксированный набор уровней факторов определяет одно из возможных состояний системы. Каждому фиксированному набору уровней факторов соответствует точка в многомерном пространстве, называемом факторным пространством, а множество этих точек образует поверхность отклика (рис. 7.1).
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Рис 7.1. Поверхность отклика.

На рис. 7.1 показана поверхность отклика для двухфакторного эксперимента. X1 и X2 – факторы, которые в точках 1, 2, 3, 4 принимают определенные значения, которым отвечают соответствующие точки на поверхности. Эксперименты не могут быть реализованы во всех точках факторного пространства, а лишь в принадлежащих допустимой области (на рисунке для двух факторов это плоскость X101X2). Ximin÷Ximax – диапазон изменения факторов.

Связь между факторами и реакцией можно представить в виде соотношения 

y=f (X1.......Xn).

Функция f – функция реакции, а геометрический образ, соответствующий функции – поверхность отклика. Функция y=f (X1.......Xn) -  не известна. Целью эксперимента является описание этой поверхности в интересной для исследования области варьирования факторов либо определение экстремального значения отклика. Вторая задача может быть сведена к пошаговому выполнению первой, поэтому вначале нас будет интересовать только поиск аналитического выражения близкого к искомой функции в заданной области. Поиск осуществляется на основе обработки данных в т. 1, 2, 3, 4 факторного пространства. Эксперимент нужно поставить так, чтобы при минимальных затратах ресурсов, варьируя факторы, построить математическую модель и оценить ее характеристики.

При планировании изменяются одновременно несколько факторов, которые должны быть совместимы (осуществимы все их комбинации) и независимы (возможность установить фактор на любом уровне независимо от уровней других).

Выбор факторов. При проведении эксперимента факторы могут быть управляемыми и неуправляемыми, наблюдаемыми и ненаблюдаемыми, изучаемыми и неизучаемыми, количественными и качественными, фиксированными и случайными.

После того, как факторы выбраны, нужно определить область, ограничивающую их возможное варьирование и назначить основной уровень. Разница значений между верхним и нижним уровнем не может быть больше физически возможной. Интервал варьирования не может быть меньше ошибки фиксирования уровня фактора, иначе верхний и нижний уровни будут неразличимы.

Факторы, которые нельзя учесть по тем или иным признакам нужно стабилизировать на постоянных уровнях.

Для экспериментального планирования наибольшее применение нашли модели в виде алгебраических полиномов, которые стремятся привести к линейным путем введения фиктивных переменных. Для оценки коэффициентов этих моделей используют методы регрессии.

7.1. Полный факторный эксперимент

Определение: Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания уровней факторов, называется полным факторным экспериментом (ПФЭ).

Пример: Имеем два фактора X1 и X2, которые изменяются в интересующей нас области G в пределах: 
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 (рис. 7.2. а)). В ходе эксперимента найдены значения ординат поверхности отклика в граничных точках (см. таблица 1)

Найдем аналитическое выражение функции отклика в линейной постановке, то есть дадим приближенное представление функции в виде:

у=b0+b1x1+b2x2



(7.1)

Для удобства представим факторы в закодированном виде. Выберем новую систему координат x1 x2 y, начало координат совместим с центром интересующей нас области (рис. 7.2 б)).
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Таблица 1
	№ точки

опыта
	X1
	X2
	y

	1
	0.4
	10
	38

	2
	0.8
	10
	68

	3
	0.4
	30
	32

	4
	0.8
	30
	62
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Рис. 7.3.

Начальный этап планирования эксперимента для получения коэффициентов линейной модели основан на варьировании факторов на двух уровнях: нижнем и верхнем - симметрично расположенных относительно основного уровня. Так как каждый фактор принимает лишь два значения, то для стандартизации и упрощения записи условий каждого испытания и обработки выборочных данных эксперимента масштабы по осям факторов выбираются так, чтобы нижний уровень фактора соответствовал -1, а верхний – +1. Для этого воспользуемся преобразованием: 

xi=(Xi-X0)/
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(7.2)

где xi – кодированное значение i – го фактора; Xi – натуральное значение, 
[image: image257.wmf]i
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 - интервал варьирования, X0 – нулевой уровень.

Для X1 нулевой уровень и интервал варьирования будут равны:

Х10=(0,4+0,8)/2=0,6
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Х1= (0,8-0,4)/2=0,2

для Х2: 
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Кодированные значения факторов приведены в таблице 2

Таблица 2
	№ опыта
	x0
	x1
	x2
	y

	1
	2
	3
	4
	5

	1
	+1
	-1
	-1
	38

	2
	+1
	+1
	-1
	68

	3
	+1
	-1
	+1
	32

	4
	+1
	+1
	+1
	62


В 1-м и 5-м столбцах повторены значения предыдущей таблицы. Во 2-м столбце приведены значения фиктивной переменной x0, которая характеризует свободный член b0 в уравнении регрессии. Оно всегда =1. В 3-м и 4-м столбцах записаны искомые кодированные переменные так для X1 в первой точке значение: 
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, во второй точке значение: 
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 и т. д.

Такие таблицы называют матрицами планирования (или матрицами спектра плана) полного факторного эксперимента.

Далее определяем коэффициенты регрессии ур-ия (7.1):
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(7.3)

где xin значение xi – в n-ом опыте, N – число опытов yn – значение отклика в n-ом опыте. Для вычисления коэффициента регрессии по табличным данным нужно перемножить данные столбцов y и соответствующих xi, сложить результаты и поделить их на число опытов:
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Искомое линейное уравнение поверхности отклика и закодированных переменных будет:
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В не кодируемой форме:
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(7.4)

В общем случае многофакторного эксперимента уравнение регрессии имеет вид:
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(7.5)

b0 – называют общим средним;

bi – главными эффектами (взаимодействиями нулевого порядка);

bij – взаимодействиями первого порядка;

bijk – взаимодействиями второго порядка (эффектами трехфакторных взаимодействий);

b123 … n – эффектами n – факторных взаимодействий (эффектами взаимодействия порядка n-1).

Частные случаи функции регрессии:

линейная: 
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(7.6)

неполная квадратичная:
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(7.7)

Техника эксперимента с варьированием k факторов на двух уровнях сводится к проведению 2k опытов.

Для построения матрицы планирования эксперимента при любом k следует дважды повторить матрицу планирования для случая k-1: один раз для нижнего уровня k-го фактора, а другой раз – для верхнего.

Последовательность достраивания матриц планирования при увеличении k от двух до пяти показана в таблице (***). Первые четыре (отчеркнутые) опыта соответствуют двухфакторному эксперименту типа 22. Восьми факторный план типа 23 дважды повторяет двухфакторный эксперимент при варьировании 3-его фактора сначала на нижнем, а потом на верхнем уровнях. Аналогично стоятся планы полных факторных экспериментов при других значениях k.

Таблица (***)

	№
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1

	2
	+1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1

	3
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	-1

	4
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1
	-1

	5
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	-1

	6
	+1
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1

	7
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1

	8
	+1
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1

	9
	+1
	-1
	-1
	-1
	+1
	-1

	10
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1

	11
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1
	-1

	12
	+1
	+1
	+1
	-1
	+1
	-1

	13
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	-1

	14
	+1
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1

	15
	+1
	-1
	+1
	+1
	+1
	-1

	16
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	-1

	17
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1

	18
	+1
	+1
	-1
	-1
	-1
	+1

	19
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1

	20
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1

	21
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	+1

	22
	+1
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1

	23
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	+1

	24
	+1
	+1
	+1
	+1
	-1
	+1

	25
	+1
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1

	26
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1

	27
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1
	+1

	28
	+1
	+1
	+1
	-1
	+1
	+1

	29
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1

	30
	+1
	+1
	-1
	+1
	+1
	+1

	31
	+1
	-1
	+1
	+1
	+1
	+1

	32
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1


7.2. Дробные реплики

Полный факторный эксперимент имеет существенный недостаток: увеличение количества факторов приводит к быстрому росту числа опытов, что обусловлено степенной зависимостью: для факторов 23=8 опытов, 5 факторов – 25=32 опыта, при 8 уже 28=256.

При числе факторов 
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, количество опытов можно существенно сократить за счет потери части информации, которая является не очень существенной при построении линейной модели. Для этого вместо плана 2к используют дробный факторный эксперимент (ДФЭ) 
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 для реализации к-р опытов, где к – число факторов, р – степень дробности. Дробные планы называют репликами с указанием их степени дробности. Дробные планы создают делением числа опытов полного факторного эксперимента на число краткое двум. Так план 2n-1 называют полурепликой ПФЭ2n (1/2 - реплика), ДФЭ2n-2 – четвертьреплика ПФЭ2n, ДФЭ2n-3 – 1/8 – реплика ПФЭ2n и т.д. Таким образом, полуреплика сокращает число опытов в два раза по сравнению с полным факторным экспериментом, 1/4 –реплика – в четыре раза и т.д.

Рассмотрим линейную функцию регрессии:
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(7.8)
для оценки четырех коэффициентов требуется провести четыре опыта, а полный факторный эксперимент из восьми опытов позволяет оценить всевозможные взаимодействия первого и второго порядков, т.е. все параметры неполной кубической модели:
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(7.9)

Следовательно, восемь опытов для линейной модели (7.8) будут содержать в два раза больше информации, чем нужно.

Для оценки параметров функции регрессии (7.8) можно построить план из 4 опытов. Факторы x1 и x2 нужно варьировать как в плане 22, а в качестве уровня фактора x3 выбрать взаимодействие x3=x1x2. Получим план, определяемый матрицей приведенной в таблице(**).

Таблица (**)

	№ опыта
	Матрица плана

	
	x0
	x1
	x2
	x3

	1
	+1
	+1
	+1
	+1

	2
	+1
	-1
	+1
	-1

	3
	+1
	+1
	-1
	-1

	4
	+1
	-1
	-1
	+1


Таблица (*)

	№ опыта
	Матрица плана

	
	x0
	x1
	x2
	x3
	x1x2
	x13
	x23
	x1x2x3

	1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1

	2
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1
	-1
	+1

	3
	+1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1

	4
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9


Вернемся к функции регрессии (7.9) матрица этого плана в таблице(*).
Рассмотрим таблицу (*): второй столбец совпадает с 9-м, 3 с 8-м, 4 с 7-м, 5 с 6-м, следовательно, при использовании этого плана или различий между x0 и x1x2x3; x1 и x2x3; x2 и x1x3; x3 и x1x2, т.е. 

x0=x1x2x3; x1=x2x3; x2=x1x3; x3=x1x2 




(7.10)

На основании этого можно утверждать, что можно найти лишь оценки четырех смешанных коэффициентов

b0+b123; b1+b23; b2+b13; b3+b12





(7.11)

При этом общее среднее и главные коэффициенты оцениваются независимо друг от друга, но смешиваются соответственно с эффектами взаимодействий второго и третьего порядков. Если постулируется линейная модель, то эффекты взаимодействия считаются незначительными, а смешанные коэффициент превращаются в параметры модели.

Таким образом, ПФЭ23 при постулировании линейной модели можно рассматривать как совокупность двух полуреплик.

План в таблице (*) называют полурепликой или планом 
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, полученный из плана 23 путем приравнивания единице произведения x1x2x3, т.е.

x1x2x3=1




(7.12)
это отношение определяющее для данной полуреплики.

Другая полуреплика получится из определяющего соотношения x1x2x3=-1, т.е. если уровни фактора x3 устанавливаются в соответствии с равенством

x3=- x1x2
Внимание: в структуре планов в табл. (**) и (*) (столб. 2…4) с одной стороны, и в табл. (***) – с другой есть различие, которое сделано намеренно и не имеет принципиального значения. Заполнение столбцов 2-5 полного факторного плана может быть произвольным при непременном условии неповторяемости знаков в пределах одной строки. Однако при составлении полуреплик важно чтобы выполнялось условие (7.12) или условие x1x2x3=-1, т.е. для всех опытов длинной полуреплики все строки в столбце для x1x2x3 имели одинаковый знак.

Пример: Составить уравнение регрессии для полного факторного эксперимента (столб. 1-6 табл. 3) и для его дробных реплик, если известно, что функции отклика линейна
Таблица 3
	№ опыта
	x0
	x1
	x2
	x3
	y
	x1x2
	x1x3
	x2x3
	x1x2x3

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	+1
	-1
	-1
	-1
	4
	+1
	+1
	+1
	-1

	2
	+1
	+1
	-1
	-1
	16
	-1
	-1
	+1
	+1

	3
	+1
	-1
	+1
	-1
	-4
	-1
	+1
	-1
	+1

	4
	+1
	+1
	+1
	-1
	8
	+1
	-1
	-1
	-1

	5
	+1
	-1
	-1
	+1
	8
	+1
	-1
	-1
	+1

	6
	+1
	+1
	-1
	+1
	20
	-1
	+1
	-1
	-1

	7
	+1
	-1
	+1
	+1
	0
	-1
	-1
	+1
	-1

	8
	+1
	+1
	+1
	+1
	12
	+1
	+1
	+1
	+1


Решение:

Уравнение искомое: 
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Используя левую часть таблицы найдем bi:
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b2=(-4-16-4+8-8-20+0+12)/8=-4

b3=(-4-16+4-8+8+20+0+12)/8=2

y=8+6x1-4x2+2x3
Далее строим дробные реплики, для этого заполняем правую часть таблицы (столб. 7-10) и выберем строки у которых 10-й столбец имеет одинаковые значения. Получим две полуреплики (см. таблицу 4)

Таблица 4
	№ опыта
	x0
	x1
	x2
	x3
	y

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Первая

	2
	+1
	+1
	-1
	-1
	16

	3
	+1
	-1
	+1
	-1
	-4

	5
	+1
	-1
	-1
	+1
	8

	8
	+1
	+1
	+1
	+1
	12

	Вторая

	1
	+1
	-1
	-1
	-1
	4

	4
	+1
	+1
	+1
	-1
	8

	6
	+1
	+1
	-1
	+1
	20

	7
	+1
	-1
	+1
	+1
	0


Определяем для них коэффициент регрессии по дробным репликам:

I: b0=(16-4+8+12)/4=8


b1=(16+4-8+12)/4=6


b2=(-16-4-8+12)/4=-4


b3=(-16+4+8+12)/4=2

II: b0=(4+8+20+0)/4=8


b1=(-4+8+20-0)/4=6


b2=(-4+8-20+0)/4=-4


b3=(-4-8+20+0)/4=2

Во всех трех случаях получим одинаковый результат для линейной поверхности отклика. На рис. 4.7. цифрами отмечены номера опытов с указанием координат факторов (x1, x2, x3) точки 2,3,5,8 – соответствуют I полуреплике, а 1, 4, 6, 7 – второй.



























[image: image279]Рис. 7.4. Схема трехфакторного эксперимента и его полуреплик.

При большом числе факторов m для оценивания параметров линейной функции регрессии можно строить дробные реплики высокой степени дробности. Так при m=7 можно построить дробную реплику из ПФЭ 23 для первых трех факторов, приравняв четыре оставшихся фактора к двух- и трехфакторным взаимодействиям трех других факторов, положив, например:

x4=x1x2x3; x5=x1x2; x6=x1x3; x7=x2x3

Такую реплику записывают как 27-4.

В общем случае дробную реплику записывают как 2m-p, если p факторов приравнены к произведениям остальных m-p факторов, уровни которых выбраны согласно ПФЭ.

Для анализа системы смешивания факторов пользуются понятиями генерирующих и определяющих соотношений.

Генерирующее соотношение, с помощью которого построена дробная реплика. В нашем случае (см. табл. (*)) это соотношение x3=x1x2. Это значит, что x3 занимает в матрице столбец, соответствующий взаимодействию x1x2.

Определяющим соотношением называют равенство, в левой части которого стоит единица, а в правой – произведение факторов. В нашем случае (для табл.(*))это соотношение (7.12) x1x2x3=1.

Для дробной реплики 2m-p можно получить р различных определяющих соотношений из генерирующих путем умножения обеих частей генерирующих соотношений на их левые части с последующей заменой (xi)2 на единицу (i=1,……,m). Другие определяющие соотношения можно получить путем перемножения ранее полученных и выделения среди них новых.

Построим определяющие соотношения для реплики 27-4, задаваемой генерирующими соотношениями:

x4=x1x2x3; x5=x1x2; x6=x1x3; x7=x2x3

Умножая обе части этих равенств на их левые части, получим четыре определяющих соотношения:

1=x1x2x3x4; 1=x1x2x5; 1=x1x3x6, 1=x2x3x7 
 (7.13)
Попарное перемножение этих дает шесть новых соотношений:

1=x5x3x4; 1=x2x4x6; 1=x1x4x7; 1=x2x3x5x6; 1=x1x5x7x3; 1=x1x2x6x7.
(7.14)

Перемножение каждой тройки из четырех соотношений (7.13) дает еще три определяющих соотношения:

1=x1x4x5x6; 1=x2x4x5x7; 1=x5x6x7 

(7.15)

Наконец перемножая все четыре соотношения (7.13) получим:

1=x1x2x3x4x5x6x7 




(7.16)

Других определяющих соотношений для реплики 27-4 нет.
Знание определяющих соотношений позволяет найти всю систему совместных оценок без изучения матрицы планирования дробной реплики. Для того чтобы определить с чем смешано данное взаимодействие, нужно на него умножить обе части всех определяющих соотношений.

Определим, с какими взаимодействиями смешан главный эффект b3 дробной реплике 27-4. Для этого умножим все определяющие соотношения (7.13-7.16) на x3, получим:

x3=x1x2x4=x1x2x3x5=x1x6=x2x7=x4x5=x2x3x4x6=x1x3x4x7=x2x5x6=x1x5x7=x1x2x3x6x7=x1x3x4x5x6=x2x3x4x5x7=x3x5x6x7=x1x2x4x5x6x7

Следовательно, главный эффект b3 смешан:

· с эффектами взаимодействия первого порядка b16, b27,b45
· с эффектами взаимодействия второго порядка b124, b256, b157
· с эффектами взаимодействия третьего порядка b1235, b2346, b1347, b3567
· с эффектами взаимодействия четвертого порядка b12367, b13456, b23457
· и пятого – b124567.

Смешивание нужно производить так, чтобы общее среднее b0 и главные эффекты b1……bm были смешаны с эффектами взаимодействия самого высокого порядка или с эффектами таких взаимодействий, которые оказывают несущественное влияние на результаты измерений

Качество дробного факторного плана иногда характеризует с помощью разрешающей способности плана, которая равна наименьшему числу символов в правых частях определяющих соотношений. В частности, для плана разрешающей способности III ни один главный эффект не смешан ни с каким другим главным эффектом, но главные эффекты смешаны с эффектами двухфакторных взаимодействий. Для плана разрешающей способности IV главные эффекты не смешаны друг с другом и с эффектами двухфакторных взаимодействий, но последние друг с другом смешаны. Для плана разрешающей способности V главный и эффект двухфакторного взаимодействия не смешаны, но последние смешаны с эффектами трехфакторных взаимодействий.

Лекция 12

7.3. Общая схема планирования эксперимента

7.3.1. "Крутое восхождение"
Поверхность отклика может иметь форму, напоминающую гористую местность с холмами и оврагами. И задачей эксперимента является поиск экстремальных значений самой высокой вершины или самой глубокой впадины. Для решения этой задачи используют методы случайного или целенаправленного поиска. Первый требует больших затрат ресурсов, поэтому используют второй: целенаправленный перебор точек факторного пространства ("крутое восхождение") (рис. 7.5).

Сначала случайным образом выбирают малую область факторного пространства, для нее планируют дробный факторный эксперимент, проводят серию опытов (обычно 4) и строят линейную функцию отклика. Выбирается направление дальнейшего поиска. Получив линейное уравнение, находят его градиенты (векторы производных по каждой переменной в каждой точке, или другими словами углы наклона поверхности в каждом направлении) и затем выбирают следующую область для исследования. В ней тоже проводят серию опытов, строят линейное уравнение. Таким образом, достигают вершины, т.е. такой области факторного пространства, в которой функция отклика по всем направлениям одинакова. И уже в этой области проводят полный факторный эксперимент, находя линейные коэффициенты регрессии и все взаимодействия.

Направлением градиента линейного приближения геометрически представляет собой прямую, перпендикулярную изолиниям, то есть самый крутой склон от точки до вершины. Этот подход был изложен в 1951 году Боксом и Вильсоном. Но точка, в окрестностях которой функция отклика почти не изменяется, может и не быть max, она может оказаться седловидной точкой, точкой локального min или мы находимся на гребне постоянной высоты или медленно поднимающемся гребне. Но в реальных условиях поверхность отклика в основном имеет один max, что и упрощает дело.

7.3.2. Этапы планирования эксперимента

Этапы для решения экспериментальных задач:

1) Постановка задачи;

2) Выбор параметра оптимизации;

3) Выбор факторов;

4) Составление линейного плана;

5) Реализация линейного плана;

6) Поиск области экстремума;

7) Описание области экстремума;

8) Интерпретация результатов.


[image: image280]
Рис. 7.5. Поверхность отклика.

7.4. Стратегическое планирование
Определение: Стратегическое планирование – это планирование эксперимента, который должен дать необходимую информацию.

В ходе эксперимента устанавливаются зависимости переменных отклика от контролируемых в процессе эксперимента факторов, определяются сочетания параметров, оптимизирующих переменную отклика. Стратегическое планирование позволяет эффективно решать эти задачи с помощью модели с учетом ограничений на ресурсы. Но здесь нужно учитывать ряд особенностей, влияющих на результаты моделирования: построение рационального плана эксперимента, большое количество факторов, многокомпонентность функции отклика, стохастическую сходимость результатов моделирования, ограниченность ресурсов на проведение эксперимента.

Рассмотрим возможные способы решения этих проблем.

Рекомендуется использовать дробный факторный план, если нужна грубая оценка поверхности отклика.

Отбор факторов. При наличии 10 факторов нужно провести 1024 опыта. В большинстве систем 20% факторов определяют 80% свойств системы, а остальные 80% факторов определяют лишь 20% ее свойств.

Когда исследуется одновременно несколько выходных переменных, то появляется проблема многокомпонентной функции отклика. Этого можно избежать, рассматривая эксперимент с моделью по определению многих реакций системы S как несколько экспериментов, в каждом из которых наблюдается только одна выходная переменная.

При стратегическом планировании можно выделить два этапа: построение структурной модели и построение функциональной модели. Формирование структурной модели сводится к назначению числа факторов и числа уровней для каждого фактора. Функциональная модель плана эксперимента определяет количество элементов структурной модели, т.е. необходимое количество информационных точек.
7.5. Тактическое планирование

Определение: Тактическое планирование -  определение способа проведения каждой серии испытаний, предусмотренных планом эксперимента.

Направлено на решение таких проблем, как назначение размера выборки, определение начальных условий эксперимента, обеспечения точности и достоверности результатов моделирования.

Назначение размера выборки. При стохастическом моделировании переменные представлены законами, в соответствии с которыми распределены их выборочные значения. Эти значения случайны, поэтому существует некоторая неточность результата эксперимента. Степень этой неточности в значительной мере определяется размером выборки. Размер выборки можно определить априорно, т.е. независимо от работы модели, либо в процессе моделирования на основе полученных с помощью модели результатов.

Если есть какие-либо общие основания для принятия того или иного закона распределения, то возможен априорный анализ. Такими основаниями могут послужить сумма большого числа независимых случайных величин (нормальное распределение), редкие события (распределение Пуассона). Основания можно получить из сравнительного сопоставления разных законов распределения с учетом их характерных особенностей. Если возникают трудности, то можно провести пробный эксперимент для предварительных оценок параметров распределений.

После определения закона распределения, объем выборки можно найти по правилам математической статистики в зависимости о заданной надежности. Например, при нормальном распределении используется формула:
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Если стандартное отклонение неизвестно, то грубую оценку 
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 можно получить из условия, что размах переменной отклика 
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Если распределение неизвестно, и нет оснований для принятия нормального закона, то можно использовать неравенство Чебышева:
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Например, мы хотим, чтобы наша оценка 
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 с вероятностью 0.95, т.е. 
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. Получим n=42/0.05=320.

Полученный объем больше того, который оказывается нормальным в случае нормального распределения (при данных условиях это 61), но позволяет получить гарантированную точность «с запасом».

Если возникает необходимость проверки близости распределения отклика модели к некоторому другому распределению, когда необходимо проверить близость распределений откликов модели и реальной системы или сравнить распределения откликов на двух режимах работы системы, тогда объем выборки определяется по формулам:
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где 
[image: image294.wmf]d

 точность оценки, 
[image: image295.wmf]b

 - уровень значимости.

Выбор точки отсчета для начала эксперимента. В начале эксперимента происходят неопределенные процессы ("обкатки", "обжатия" конструкции) и ряд других факторов, которые влияют на результаты эксперимента, искажая результаты. Для того чтобы снизить искажение результатов при имитационном моделировании либо увеличивают число прогонов модели, либо за начало отсчета принимают не начало испытаний, а какой-то фиксированный момент времени, когда начнется установившийся процесс в эксперименте.

Уменьшение дисперсии оценок. Методы уменьшения дисперсии оценок служат для увеличения точности при работе с выборкой постоянного объема или для уменьшения этого объема при обеспечении постоянной степени точности. Рассмотрим некоторые методы:

1. Стратифицированные выборки. Выборку разбивают на ряд выборок меньшего объема (страт), а результаты оценивания по стратам объединяют потом в единую оценку. Элементы в каждой страте должны быть более однородными, то есть обладать меньшей дисперсией, чем элементы всей совокупности в целом. Совокупность можно разбить на страты с одинаковым числом элементов. Если есть априорная информация, то выбирают страты с одинаковыми дисперсиями.

При решении вопроса о числе выборных значений, которые необходимо взять из каждой страты, может служить дисперсия внутри страты. Если дисперсия внутри страты =0, то одно измерение из этой страты дает полную информацию о ней. Если дисперсия большая, то следует взять большое количество измерений. Если дисперсии в стратах различаются незначительно то можно применить пропорциональное стратифицирование, то есть число наблюдений в выборке распределить по стратам пропорционально доле, которую эта страта занимает в совокупности.

2. Выборки по значимости. Здесь основой служит некоторое неадекватное распределение, отличное от диктуемого физическим смыслом задачи. Полученные с его помощью выборочные значения переменной умножаются на специально подобранный весовой коэффициент, чем компенсируется ошибка.

Метод компенсации. Предназначен для систем имитационного моделирования. Идея метода: строятся две оценки x1 и x2 неизвестного параметра y, такого, что x1 имеет отрицательную корреляцию с x2. При выборе окончательной оценки (x1+ x2)/2 параметра y, она имеет меньшую дисперсию:
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Метод коррелированных выборок предназначен для сравнения двух и более альтернатив. Например, нужно определить лучшую из двух стратегий А и В. Здесь нас будет интересовать их относительное различие, а не абсолютное значение каждой. Чтобы сравнить средние значения альтернатив, необходимо оценить их разность 
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. Если А и В независимы, то D(Z)=D(A)+D(B), иначе новая переменная Z* имеет то же среднее, что и Z, но с гораздо меньшей дисперсией 
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. Нужно построить выборку так, чтобы ковариация (А, В) была положительна и достаточно велика. Для этого при имитационном моделировании можно использовать управление генерацией случайных величин на двух прогонах.

Лекция 13
Тема №8: Обработка и анализ результатов моделирования систем. Методы корреляционного и регрессионного анализа

8.1. Общие положения

Между полученными в результате эксперимента данными может существовать или отсутствовать функциональная либо структурная связь. Она проявляется в эксперименте в неявном виде, а для использования результатов эксперимента в практических целях зависимость следует сделать явной и представить в виде функции, системы уравнений или графика. Если связь между факторами и откликами отсутствует, то их следует обработать отдельно по правилам математической статистики.

Для записи аналитического выражения, аппроксимирующего требуемую зависимость, по экспериментальным данным строится диаграмма разброса (рис 8.1), из которой можно визуально получить плавную кривую и определить соответствующую ей функциональную зависимость.

При построении диаграммы разброса возникает трудность графического представления соотношений, связывающих большое число переменных. Преодолеть это можно, построив несколько графиков, каждый из которых отражает зависимость функции отклика от одной переменной при фиксированных значениях всех остальных.

Для поиска математических зависимостей между переменными по экспериментальным данным используют методы регрессионного и корреляционного анализов.
8.2. Регрессионный анализ

Регрессионный анализ дает возможность построить модель, наилучшим образом соответствующую экспериментальным данным. Под наилучшим соответствием понимается минимизация функции ошибки (разность между прогнозируемыми моделью и экспериментальными данными).

Нужно нанести экспериментальные точки на график в прямоугольной системе координат. После этого визуально можно попытаться определить вид зависимости, которая наилучшим образом аппроксимирует экспериментальные точки. Для этого можно использовать наиболее характерные функции, графики которых представлены на рис. 8.2.


[image: image299]
Рис. 8.2. Виды регрессионных кривых.
Рассмотрим особенности регрессионного анализа на примере построения линейной регрессионной модели.

На рисунке 8.3. показаны точки (xi,yi), полученные в машинном эксперименте. Предположим, что функция отклика может быть представлена графически в виде прямой линии вида:
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Получить значения коэффициентов b0  и b1 , при которых сумма квадратов ошибок будет минимальной. На рисунке ошибки ei  равны перпендикулярам, опущенным из точки на линию регрессии. 
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 - величина, предсказываемая регрессионной моделью, тогда выражение для ошибок имеет вид:
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Для получения коэффициентов b0 и b1, при которых функция F0 будет минимальной, приравняем к нулю частные производные, получим:
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Получим систему двух линейных алгебраических уравнений:
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(*)

Решая эту систему, найдем коэффициенты:
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где N – число реализаций при моделировании.

В общем случае функцию принимают в виде полинома:
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система уравнений будет иметь вид
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Для оценки совпадения теоретических и экспериментальных значений нужно посчитать среднюю квадратичную ошибку на единицу веса:
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или среднее абсолютное отклонение:
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где r – число вычисляемых (табличных значений); s – число параметров.

Подбор подходящих уравнений для поверхности отклика в подавляющем большинстве случаев можно произвести без составления и решения уравнений в общем виде, так как можно пользоваться готовыми формулами.

Наиболее характерными являются:

· линейная аппроксимация : 
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· нелинейная аппроксимация: 
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· логарифмическая аппроксимация: 
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, здесь коэффициенты находятся из уравнений:
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· экспоненциальная аппроксимация: 
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, где коэффициенты находятся из уравнений:
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где lg e=0,4343.

8.3. Корреляционный анализ

Наилучшее приближение теоретической кривой к экспериментальным данным еще не говорит о том, что реально существующая физическая зависимость соответствует этой кривой. Примером может служить рис. 8.1, в). Для оценки согласования экспериментальных точек с теоретическими прогнозами используют понятие корреляции. Если регрессия определяет эту согласованность по форме, то корреляция показывает, насколько точно она отражает действительность. Корреляция между переменными означает, что их изменения взаимосвязаны, но это еще не доказывает наличие причинно-следственной связи между переменными.

Мерой корреляционной связи между переменными служит коэффициент корреляции rxy, представляющий отношение корреляционного момента (мат. ожидания произведения отклонений X и Y) к произведению средних квадратических отклонений этих величин:


[image: image321.wmf])

/(

y

x

xy

xy

r

s

s

m

=

.

Для случая линейной регрессионной задачи коэффициент корреляции вычисляют по формуле:
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Коэффициент корреляции лежит в пределах от -1 до +1. Если он равен нулю, то корреляция отсутствует (рис.8.4, а), если корреляция слабая (рис. 8.4, б) или сильная

 (рис. 8.4, в) положительная, то коэффициент корреляции равен +1 или близок к нему, если коэффициент равен -1, то имеет место сильная отрицательная корреляция (рис. 8.4, г).

8.4. Экспертные оценки

Исходные данные для моделирования, представленные в виде аналитических или статистических законов, характеризуют набор определенным образом организованных количественных оценок каких-то параметров. Когда нет возможности зарегистрировать или искусственно воспроизвести эти параметры, приходится полагаться на субъективные оценки. Здесь желательно воспользоваться мнением не одного лица, а группы специалистов, имеющих навык принятия ответственных решений. Для формирования общего мнения коллектива наибольшую эффективность позволяет получить метод Дельфы (греческий город, где жил известный оракул). Для формирования экспертной оценки создают коллектив во главе с координатором, который обеспечивает анонимность мнений и вычисляет усредненную групповую оценку и доводит результат до экспертов.

Пример определения некоторого числа N. В группе экспертов 12 человек. Последовательность действий.

1. Опросить каждого члена группы, какова его оценка числа N.

2. Расположить ответы на общей шкале в порядке возрастания значений и определить квартили Q1, M, Q3 таким образом, чтобы в каждом из четырех отрезков шкалы содержалась четвертая часть всех оценок. Результат:
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3. Сообщить каждому из членов группы значения Q1, M, Q3 и попросить его пересмотреть свою оценку, а если новая оценка выше Q3 и ниже Q1 то попросить обосновать свое мнение.

4. Подсчитать результаты второго тура и сообщить новые значения (обычно они имеют меньшую дисперсию по сравнению с первым туром)  вместе с письменным обоснованиями предельных значений. Попросить участников учесть новые данные и при желании пересмотреть свои предыдущие оценки.

5. Повторять эту процедуру столько, сколько сочтет нужным координатор или пока промежуток между Q1 и Q3  сузится до некоторой заранее установленной величины. Обычно проводят 3 или 4 тура, поскольку аргументы начинают повторяться. Далее берется медиана, как представляющая групповое мнение относительно того, каким должно быть значение оценки N.

Лекция 14
Тема № 9: Инструментальные средства моделирования систем

Структура программного обеспечения, используемого для осуществления имитационных экспериментов, содержит четыре уровня. Самый нижний – программирование в кодах, автокоды, машинно-ориентированные языки, операционные системы. Следующий уровень – алгоритмические языки высокого уровня и соответствующие системы программирования. Здесь же находятся и СУБД – системы управления банками данных. Третий уровень – специализированные алгоритмические языки моделирования. И, наконец, интегрированные системы имитационного моделирования.

Определение: Инструментальные средства – набор аппаратно-программных средств, представляемых пользователю-разработчику или пользователю-исследователю машинной модели.

Язык моделирования отражает определенную структуру понятий, применяющихся для описания многих явлений. Высокий уровень проблемной ориентации языка сильно упрощает программирование моделей, а предусмотренные в нем возможности сбора, обработки и вывода данных позволяют быстро и подробно анализировать результаты численного эксперимента.

Основные моменты, характеризующие качество языка моделирования:

· удобство описания статической структуры системы ее динамики и начального состояния;

· удобство ввода исходных данных моделирования и варьирования структуры, алгоритмов и параметров модели;

· реализуемость статистического моделирования;

· эффективность анализа и вывода результатов модели;

· простота отладки и контроля работы программы;

· доступность восприятия и использования языка.

Определение: язык моделирования – процедурно-ориентированный язык, обладающий специфическими чертами, являющийся средством для описания специфических процессов.

Рассмотрим преимущества и недостатки использования для моделирования процесса функционирования системы языков имитационного моделирования (ЯИМ) и языков общего назначения (ЯОН), то есть универсальных и процедурно-ориентированных алгоритмических языков.

Почему используют ЯИМ:

· удобство программирования модели системы (играет существенную роль при машинной реализации моделирующих алгоритмов);

· концептуальная направленность языка на класс систем, необходимая на этапе построения модели системы и выборе общего направления исследования в планируемом машинном эксперименте;

· языки моделирования позволяют описывать моделируемые системы в терминах, разработанных на  базе основных понятий имитации.

Технические возражения против использования ЯИМ:

· вопросы эффективности рабочих программ;

· возможности отладки программ и т. д.

Эксплуатационный недостаток: нехватка документации по существующим ЯИМ, индивидуальный характер соответствующих трансляторов, усложняющий реализацию на различных ЭВМ.

К настоящему времени сложилось два подхода к разработке языков моделирования: непрерывный и дискретный. Следовательно, ЯИМ можно разделить на две группы: для имитации непрерывных и дискретных систем.

9.1. Архитектура языков имитационного моделирования

Архитектуру ЯИМ, то есть концепцию взаимосвязей элементов языка как сложной системы и технологию перехода от системы (S) к ее машинной модели (Mm) можно представить следующим образом (рис. 9.1):

1) Объекты (системы) описываются (отображаются в языке) с помощью атрибутов языка;

2) атрибуты взаимодействуют с процессами, адекватными реально протекающим явлениям в системе (S);

3) процессы требуют условий, определяющих логическую основу и последовательность взаимодействия этих процессов во времени;

4) условия влияют на события, имеющие место внутри объекта моделирования (S) и при взаимодействии с внешней средой (E);

5) события изменяют состояния системы Mm в пространстве и во времени.

С помощью машинных моделей исследуется поведение и характеристики системы на определенном отрезке времени. Поэтому при выборе языка программирования важной задачей является реализация двух функций: корректировка временной координаты состояния системы; обеспечение согласованности различных блоков и событий в системе (синхронизация во времени).

Функционирование модели Mm должно протекать в искусственном времени. При этом не надо забывать, что компоненты реальной системы S функционируют одновременно, а компоненты  Mm – последовательно так как реализуются с помощью ЭВМ последовательного действия. Поэтому необходимо создать "механизм" задания времени в ЯИМ для синхронизации действий элементов модели системы.

9.2. Задание времени в машинной модели

Мы рассмотрели два подхода к заданию времени: с помощью постоянных и переменных интервалов времени. Им соответствуют два принципа реализации моделирующих алгоритмов: "принцип (t", "принцип (z".
Пример: Рассмотрим соответствующие способы управления временем в модели системы M(S) на примере (смотри рис. 9.2), где по оси реального времени отложена последовательность событий в системе {si} во времени, причем события s4 и s5, происходят одновременно (рис. 9.2 а). Под действием событий si, изменяются состояния модели zi, в момент времени tzi, причем такое изменение происходит скачком (z.
В модели, построенной по принципу (t (рис. 9.2. б), моменты системного времени будут последовательно принимать значения t’1=(t, t’2=2(t , t’3=3(t, t’4=4(t, t’5=5(t. Эти моменты системного времени t’j((t) никак не связаны с моментами появления событий, которые имитируются в модели системы. Системное время при этом получает постоянное приращение, выбираемое и задаваемое перед началом имитационного эксперимента.

В модели, построенной по "принципу (z" (рис. 9.2. в), изменение времени наступает в момент смены состояния системы, и последовательность моментов системного времени имеет вид t’’1=tz1, t’’2= tz2 , t’’3= tz3, t’’4= tz4, t’’5= tz5, т.е. моменты системного времени t’’k ((z) непосредственно связаны с моментами появления событий в системе si.

У каждого из этих методов есть свои преимущества с точки зрения адекватного отражения реальных событий в системе и затрат машинных ресурсов на моделирование. При использовании "принципа (z" события обрабатываются последовательно и время смещается каждый раз вперед до начала следующего события. В модели, построенной по "принципу (t", обработка событий происходит по группам, пакетам или множествам событий. При этом выбор (t оказывает существенное влияние на ход процесса и результаты моделирования, и если (t задано неправильно, то результаты могут получиться недостоверными, так как все события появляются в точке, соответствующей верхней границе каждого интервала моделирования. При применении "принципа (z" одновременная обработка событий в модели имеет место только тогда, когда эти события появляются одновременно и в реальной системе. Это позволяет избежать необходимости искусственного введения ранжирования событий при их обработке в конце интервала (t.

При моделировании по "принципу (t" можно добиться хорошей аппроксимации: для этого (t должно быть малым, чтобы два неодновременных события не попали в один и тот же временной интервал. Но уменьшение (t приводит к увеличению затрат машинного времени на моделирование, так как значительная часть тратится на корректировку "часов" и отслеживание событий, которых в большинстве интервалов может и не быть.

Для выбора принципа построения машинной модели необходимо знать: цель и назначение модели; требуемую точность результатов моделирования; затраты машинного времени при использовании того или иного принципа; необходимый объем машинной памяти для реализации модели, построенной по принципу (t и (z; трудоемкость программирования и отладки.
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Рис. 9.2. Способы управления временем в модели системы.

Требования к ЯИМ:
Совмещение. Наличие в языках моделирования понятия системного времени позволяет решить трудности с параллельными процессами в реальных системах.

Размер. Использование динамической памяти позволяет компонентам системы появляться и покидать оперативную память в зависимости от текущего состояния. Здесь важный аспект – возможность разбиения большой сложной системы на блоки, подблоки и т. д.

Изменения. ЯИМ предусматривают возможность обработки списков, отражающих изменения состояний процесса функционирования системы S (для динамических систем).

Взаимосвязанность. В ЯИМ включены понятия теории множеств и логические возможности, что позволяет реализовать сложные взаимные связи между компонентами модели.

Стохастичность. Для моделирования случайных событий используют специальные программы генерации последовательностей псевдослучайных чисел, на основе которых можно получить стохастические воздействия на Mm, имитируемые случайными величинами с соответствующими законами распределения.

Анализ. Предусмотрены способы статистической обработки и анализа результатов моделирования.

9.3. Сравнительный анализ языков моделирования

Языки имитационного моделирования можно разделить на три группы: непрерывные, дискретные и комбинированные (рис.9.3). В основе классификации лежит принцип формирования системного времени. Системные часы предназначены для продвижения системного времени в модели Мm и для синхронизации различных событий и операций в модели системы, поэтому при отнесении языка моделирования к тому или иному типу нужно считаться с типом механизма "системных часов".

Непрерывное представление системы S сводится к составлению уравнений, с помощью которых устанавливается связь между эндогенными и экзогенными переменными модели. Примером непрерывного подхода служит использование ДУ для получения характеристик системы (реализовано в языке MIMIC) или, если экзогенные переменные принимают дискретные значения, уравнения являются разностными (DINAMO).

Представление в виде схемы, где присутствуют непрерывные и дискретные величины, называется комбинированным (GASP, построенный на базе языка FORTRAN).

В рамках дискретного подхода можно выделить несколько групп ЯИМ.

Первая группа подразумевает наличие списка событий, отличающих моменты начала выполнения операций. Продвижение времени осуществляется по событиям, в моменты их наступления производятся необходимые операции (SIMSCRIPT). Команды этого языка группируются так: операции над временными объектами, арифметические и логические операции и команды управления, команды ввода-вывода, специальные команды обработки результатов.

Вторая группа: просмотр действий с целью проверки выполнения условий начала или окончания какого-либо действия производится непрерывно. Языки имеют в основе поисковый алгоритм, и динамика S описывается в терминах действий (FORSIM). Этот язык удобен для описания систем с большим числом ресурсов, так как позволяет записывать условия их доступности в компактной форме.

Третья группа описывает системы, поведение которых определяется процессами (последовательность событий, связь между которыми определяется с помощью набора специальных отношений). Динамика заложена в независимо управляемых программах, они в совокупности составляют программу процесса (SIMULA). Главная роль в этом языке отводится понятию параллельного оперирования с процессами в системном времени.

Четвертая группа - это языки типа GPSS. Язык был разработан профессором Гордоном более 40 лет назад. Динамические объекты в GPSS называются транзактами и представляют собой элементы потока. Они "создаются" и "уничтожаются". Аппарат языка образуют блоки, описывающие логику модели, сообщая транзактам, куда идти и что делать дальше. Данные готовятся в виде пакета управляющих и определяющих карт. Созданная программа, работая в режиме интерпретации, генерирует и передает транзакты из блока в блок в соответствие с правилами, устанавливаемыми блоками. Каждый переход транзакта приписывается к определенному моменту системного времени.

Эффективность языков представлена в виде следующей таблицы (в порядке уменьшения эффективности):

	Возможности языка
	Простота
	Предпочтения пользователя

	SIMULA
SIMSCRIPT
GPSS
	GPSS

SIMSCRIPT

SIMULA
	SIMSCRIPT

GPSS

SIMULA


Следующим уровнем в структуре инструментов, используемых для реализации на ЭВМ имитационных экспериментов являются интерактивные инструментальные интегрированные системы имитационного моделирования.

Лекция 15

9.4. Пакеты прикладных программ моделирования систем

Определим понятие пакета прикладных программ моделирования (ППМ). Быстрота и удобство решения задач моделирования при использовании ППМ достигаются сочетанием в единой архитектуре функционального наполнения и специализированных средств системного обеспечения.

В ходе разработки машинного эксперимента модель объекта претерпевает многочисленные изменения, что влечет за собой изменение соответствующих программ. ППМ - практически единственная приемлемая форма организации программ моделирования, позволяющая "удержаться на плаву" в море версий исходной концептуальной модели. Пакетная организация программ помогает систематизировать выполнение исследований, используя теорию планирования эксперимента, тем самым, повышая достоверность получаемых результатов моделирования системы S.

Определение: ППМ – комплекс взаимосвязанных программ моделирования и средств системного обеспечения (программных и языковых), предназначенных для автоматизации решения задач моделирования.

Определение: Автоматизация моделирования – это круг работ, связанных с разработкой алгоритмов и программ моделирования, а так же с подготовкой и проведением машинных экспериментов.
Теперь рассмотрим структуру ППМ, то есть функциональное наполнение, язык заданий и системное наполнение.

Функциональное наполнение пакета отражает специфику предметной области применительно к конкретному объекту и представляет совокупность модулей. Язык, на котором пишутся модули, будем называть базовым языком ППМ. Состав функционального наполнения, мощность или полнота охвата им предметной области отражают объем прикладных знаний, заложенных в пакете (то есть потенциальный уровень тематической квалификации пакета).

Среди множества модулей в пакетах можно выделить программные модули, модули данных, модули документации. Для программных модулей можно выделить такие формы как подпрограммы, макроопределение, набор указаний.

Язык заданий пакета является средством общения пользователя с пакетом. Позволяет описывать последовательность выполнения различных операций, обеспечивающих решение задачи моделирования, или постановку задачи по которой эта последовательность строится автоматически. Язык заданий отражает основные архитектурные решения, принятые разработчиками ППМ, стремившимися повысить уровень квалификации вычислительной системы в определенной прикладной области. Структура и стиль языка заданий зависят в значительной степени от дисциплины работы. Выделяют две основные дисциплины моделирования:

· активную дисциплину, которая предусматривает при создании конкретных рабочих программ модели Mm модификацию и настройку имеющихся модулей функционального наполнения, и разработку новых модулей.

· пассивную дисциплину, предусматривающую проведение машинных экспериментов с моделью Mm без модификации функционального наполнения ППМ.

Первая свойственна разработчикам программного обеспечения АСМ, а вторая – для деятельности конечных пользователей.
Характерной особенностью языков заданий пакетов, обслуживающих проведение моделирования в режиме активной дисциплины, является их направленность на описание схем программ решения задач моделирования процессов. Такие языки называют языками сборки. Центральное место в них занимают не средства описания данных и манипулирования ими, что свойственно процедурно-ориентированным языкам программирования, а средства:

· конструирования схем программ (указывается порядок выполнения и взаимодействия модулей);

· развития или модификации функционального наполнения ППМ;

· управления процессами генерации и исполнения рабочей программы, реализующей задание пользователя.

Главная цель языка заданий ППМ, обеспечивающего решение задач моделирования в режиме пассивной дисциплины – "спрятать" от конечного пользователя основную массу алгоритмических подробностей моделирования системы S, то есть повысить уровень непроцедурности языка. Такие языки называются языками запросов. Ориентированы они на создание запросов и позволяют снизить требования к уровню подготовки пользователя в области программирования.

Язык заданий может быть реализован как самостоятельный язык или встроенный (расширение существующего языка программирования). Разработчик должен стремиться к тому, чтобы языковые конструкции приближались к концептуальной модели Mk.

Системное наполнение пакета представляет собой совокупность программ, обеспечивающих выполнение заданий и взаимодействие пользователя с пакетом, адекватное дисциплине работы в данной прикладной деятельности. Реализация функций системного наполнения ППМ осуществляется на основе согласованного использования: штатных общецелевых средств системного обеспечения; средств системного наполнения, расширяющих и сопрягающих возможности компонентов штатного обеспечения; специальных средств системного наполнения, выполняющих управляющие, архивные и обрабатывающие процедуры с учетом специфики моделирования процесса функционирования системы.

Программы системного наполнения пишутся на инструментальном языке ППМ.

Составляющие системного наполнения:

· резидентный монитор (осуществляет интерфейс как между отдельными компонентами системного наполнения, так и между ними и штатным программным обеспечением);

· транслятор входных заданий (формирует внутреннее представление заданий, реализуется в виде препроцессора или макрогенератора);

· интерпретатор внутреннего представления задания;

· архив функционального наполнения (подсистема хранения программного материала);

· банк данных об объекте моделирования и машинном эксперименте;

· монитор организации процесса машинного моделирования (взаимодействия модулей по данным и управлению);

· планировщик процесса машинного моделирования (определяет последовательность выполнения модулей, реализующую задание ППМ);

· монитор организации интерактивного взаимодействия с пользователем (исследователем).

Программные средства ППМ. К программным средствам ППМ относятся:

· набор программных модулей (тело пакета), из которых в соответствии с требованиями пользователя набирается рабочая программа моделирования конкретного объекта;

· управляющая программа (аналог супервизора ЭВМ);

· средства генерации рабочих программ для конкретного применения при решении задач моделирования.

Программные средства ППМ объединяют в себе три главные качества: 1) содержат алгоритмические решения по проведению моделирования и обработке результатов моделирования систем, доведенные до законченной машинной реализации; 2) имеют механизм автоматической настройки на параметры конкретного машинного эксперимента, задаваемые пользователем пакета на этапе генерации рабочих программ моделирования; 3) позволяют дополнять генерируемые ППМ рабочие программы пользовательскими блоками, которые расширяют возможности проведения машинных экспериментов с объектами из заданного класса.

Создание ППМ является крупным достижением в автоматизации моделирования больших систем. Однако любой ППМ, созданный на базе ЯИМ, характеризуется некоторой узостью представлений, диктуемой особенностями языка, что является одним из слабых мест традиционных способов имитационного моделирования. В настоящее время проводится много работ по созданию систем моделирования для целых классов объектов, в основу которых положены идеи типизации способов описания структуры и динамики моделируемой системы S. Например, широко распространенной типовой математической схемой, используемой при моделировании организационно-производственных и информационно-вычислительных процессов, является Q-схема. Для создания машинных программ моделирования таких процессов могут быть привлечены такие ЯИМ, как GPSS, SIMSCRIPT. Тем не менее, существуют (и продолжают разрабатываться) ППМ, в основу которых положены алгоритмические языки общего назначения, позволяющие детально и адекватно описать специфику процесса функционирования определенного класса систем и создать более эффективные программы моделирования. Такие ППМ, ориентированные на определенный класс объектов, способны успешно конкурировать с известными ЯИМ при решении задач моделирования конкретного класса систем.

9.5. Примеры прикладных пакетов моделирования и языков моделирования

Система GPSS World – мощная универсальная среда моделирования как дискретных так и непрерывных систем. Эта система явилась следующим шагом развития системы GPSS/PC, ориентированной на DOS. Система разработана специалистами фирмы Minuteman Software (основана в 1982) под руководством Спрингера Кокса. Этот продукт содержит новейшие информационные технологии: развитые графические оболочки для создания моделей и интерпретации выходных результатов моделирования, мультимедийные средства и видео, объектно-ориентированное программирование. В основу системы положен язык моделирования GPSS. С помощью этой системы можно моделировать как производственные, так и непроизводственные системы. Есть возможность проводить эксперименты, сгенерированные системой, пользовательские и оптимизационные. В системе реализована процедура визуализации процесса функционирования модели с использованием методов мультипликации.

Подсистема Simulink пакета Matlab. Это интерактивная среда для моделирования и анализа широкого класса динамических систем, использующая графический язык блок-диаграмм. Подсистема Simulink:

· предоставляет возможность моделирования непрерывных, дискретных и гибридных систем – как линейных, так и нелинейных;

· включает обширную библиотеку блоков (непрерывные и дискретные элементы, математические функции, нелинейные элементы, источники сигналов, средства отображения, дополнительные блоки), которые можно использовать для создания систем;

· позволяет объединять диаграммы в составные блоки, что обеспечивает иерархическое представление структуры модели;

· содержит средства для создания блоков и библиотек, определяемых пользователем;

· позволяет проектировать подсистемы, имеющие изменяющуюся Вов времени структуру, но эти возможности весьма ограничены.

Есть специализированные приложения, значительно расширяющие возможности Simulink, в частности:

· Подсистема Stateflow – дает возможность моделировать поведение гибридных или сложных событийно-управляемых систем, базируясь на картах состояния Харела;

· Подсистема Stateflow Coder предназначена для генерации С-кода при реализации диаграмм Stateflow. Применяя Stateflow и Stateflow Coder, пользователь может  генерировать нужный код на алгоритмическом языке С только для управляющих моделью блоков, реализованных с помощью Stateflow;

· подсистема Real-Time Workshop дополняет Simulink и Stateflow Coder, обеспечивая автоматическую генерацию кода С для моделей, разработанных в Simulink;

· подсистема Simulink Report Generator позволяет создавать и настраивать отчеты из моделей Simulink и Stateflow в различных форматах, среди которых HTML RTF XML SGML.
Пакет OmSim – это интерактивная оболочка для создания и исследования динамических систем, использующая язык моделирования Omola. Язык Omola является предшественником языка Modelica, он прост для восприятия. Прекрасно подходит для иллюстрации основных отличий классов, используемых при объектно-ориентированном программировании, от классов, необходимых для объектно-ориентированного моделирования. Оболочка работает под управлением ОС Windows на рабочихъ станциях Sun. Оболочка включает в себя:

· Omola parser. Блок грамматического контроля. Обеспечивает проверку грамматики описпния создаваемой модели;

· Library browser. Визуализатор библиотечных файлов. Обеспечивает доступ к библиотекам, подключенных к пакету в момент загрузки;

· Model editor. Редактор моделей. Предназначен для визуального проектирования;

· Simulator. Компилятор моделей и испытательных стенд, со встроенной библиотекой численных методов и средствами отображения результатов вычислительного эксперимента;

· Command language interpreter. Интерпретатор командного языка для планирования вычислительного эксперимента.
Язык Modelica разработан ассоциацией "Modelica" расположенной в Швеции. Это объектно-ориентированный язык для моделирования сложных, больших и физически-разнородных систем. В языке четко разделяются непрерывные и дискретные процессы. Непрерывные описываются с помощью уравнений (equation), дискретные с помощью алгоритмов (algoritm). Модели строятся в виде из независимых компонентов, оформленных в виде классов, в результате чего автоматически строится совокупная система алгебро-дифференциальных уравнений.

Model Vision Studium (MVS) – это интегрированная графическая оболочка для быстрого создания интерактивных физуальных моделей сложных динамических систем и проведения вычислительных экспериментов с ними. Пакет работает на Intel совместимых компьютерах с ОС Windows 95/98/NT/2000, не предъявляет к компьютеру никаких особых требований и занимает 15Мбайт на жестком диске. Пакет разработан исследовательнской группой "Экспериментальные объектные технологии", созданной при кафедре Распределенные вычислительные и компьютерные сети факультета Технической кибернетики Санкт-Петербургского государственного технического университета.

Унифицированный язык моделирования UML (Unified Modeling Language). В результате многолетних исследований был разработан и опробован объектно-ориентированный подход (ООП). Его появление связано было с поиском простых путей для создания сложных программ. Одно из главных его преимуществ – связь данных и кода, работающего с ними. То есть данные стали объединяться с соответствующими операциями их обработки в некие структуры, называемые объектами. ООП долгие годы не был востребован в моделировании и только сейчас начинает воплощаться в реальные разработки (Omola, Dumola, Model Vision, AnyLogic). Объектно-ориентированное моделирование сейчас является перспективным направлением компьютерного моделирования. Уже давно известно, что классы идеальны для описания реальных объектов. При моделировании программные классы нужно заменить классами-устройствами с набором поведений, свойственных данному объекту.

Новый язык UML представляет собой универсальный язык, позволяющий одновременно с анализом создавать документацию для проектирования сложных иерархических систем, с тем, чтобы потом воплощать ее в работоспособный код на любом из языков программирования. Это язык визуального моделирования. Предназначен для общения разработчиков при работе над одним проектом и для единообразного описания различных проектов. Язык объектно-ориентирован, но никак не связан с конкретными объектно-ориентированными языками программирования. Объектно-ориентированный подход UML реализует следующими средствами:

· программная система представляется а виде множества самостоятельных сущностей, взаимодействующих друг с другом. Каждая сущность сама отвечает за хранение информации, необходимой для ее функционирования, и, кроме того, она имеет (реализует) свое собственное поведение. С каждой сущностью связано понятие класса и объекта;

· класс – это группа сущностей (объектов), обладающих сходными свойствами (данными, поведением);

· каждый объект защищен системой правил, которые не позврляют окружающим объектам произвольно менять его данные или влиять на его поведение. Правила определяют способ взаимодействия с окружением (интерфейс), и скрывают детали реализации, то есть данные инкапсулированы в объекте;

· под поведением объекта в UML понимаются любые правила взаимодействия объекта с внешним миром и с данными самого объекта;

· процесс разделения сущностей на классы и построение общей классификации осуществляется с помощью механизма наследования и полиморфизма;

· наследование – это отношение, определяющее уровень иерархии конкретного класса в дереве классов, и говорящее о том, что потомки конкретного класса являются разновидностью класса-родителя. Механизм наследования реализуется с помощью копирования всех атрибутов родительского класса и их частичного переопределения. Переопределять можно как данные так и  поведения (методы);

· полиморфизм – касается переопределения поведения объектов. В UML для описания полиморфизма вводятся понятия операции и метода. У классов есть операции, которые определяют его поведение. Они наследуются потомками, но каждый потомок класса может предоставить свой метод реализации любой унаследованной операции, отличный от соответствующего метода предка;

· для удобства иерархического представления больших систем классы можно объединять в группы (пакеты) или использовать модульный подход при проектировании.

Разработанный в терминах UML проект можно легко воплотить на любом языке, поддерживающем объектно-ориентированную технологию. UML не настаивает на конкретной технологии реализации готового проекта, поэтому является универсальным.

Лекция 16
Тема №10: Общие правила построения и способы реализации моделей

Принципы моделирования можно условно разделить на совокупность правил построения моделей и способов их машинной реализации. Правила определяют общие свойства, которыми должна обладать модель, а способы реализации дают конкретные приемы получения нужных свойств модели системы.

Правила.

1. Правило сопоставления точности и сложности модели характеризует компромисс между ожидаемой точностью и достоверностью результатов моделирования и сложностью системы с точки зрения ее машинной реализации.

2. Правило соразмерности погрешностей моделирования системы и ее описания это по сути "баланс точностей".

3. Реализация блочного представления модели.

4. Специализация модели для конкретных условий.

5. Достаточность набора элементов модели – типовых процедур моделирования и оптимизация в математическое и программное обеспечение модели.

6. Наглядность для исследователя и пользователя. Выполнение этого правила дает возможность оперировать с привычными представлениями об объекте моделирования, что позволяет избежать многих ошибок и упрощает трактовку полученных результатов.

Способы реализации.

7. Целесообразно проводить разбиение на блоки, по возможности минимизируя число связей между блоками. Отсюда следует способ минимизации обмена информацией между блоками.

8. При решении вопроса о допустимости удаления блоков из модели целесообразно пользоваться способом упрощения машинной модели по критериям интерпретации, то есть несущественными считаются те блоки, которые мало влияют на критерий интерпретации результатов моделирования и в силу этого могут быть удалены из модели.

9. Удаляя оконечные блоки, составляющие описание взаимодействий системы S c E, необходимо учесть это при формировании критерия интерпретации результатов моделирования, то есть это соответствует способу удаления блоков с модификацией критерия.

10. Блок, осуществляющий воздействие на исследуемую часть системы, не является автономным и его нельзя заменить одним эквивалентным независимо от части системы. Но можно указать диапазон изменения переменных, то есть функции исследуемой части системы можно изучать путем многократного моделирования при различных значениях переменных в указанном интервале. Это реализуется способом замены зависимых воздействий независимыми.

13.
 При реализации машинной модели Мм системы нужно решить вопрос о способе выбора эквивалентных входных воздействий: упрощение замкнутого контура образуем входным блоком и исследуем часть системы без разрыва обратной связи; построение вероятностного эквивалента на основе предварительного его исследования; замена входного блока наихудших воздействий по отношению к исследуемой части системы.

11. Проверка точности на условных моделях. Условные подмодели строятся независимо друг от друга, что позволяет ускорить исследования, выполняя параллельные машинные эксперименты со всеми подмоделями, например на нескольких ЭВМ.

12. Проверка точности по сходимости результатов. Динамика моделирования системы S может быть определена как движение в некотором подпространстве моделей {M}. Движение идет в сторону усложнения моделей. Отсюда вытекает этот способ, то есть проверка точности результатов моделирования, получаемых в моделях возрастающей сложности.

14. Движение в пространстве моделей следует прекратить, когда различие моделей становится незначительным. Эти особенности реализуются способом сравнения моделей различной сложности.

15. Сложность модели системы S характеризуется затратами времени на построение машинной модели Мм, затратами времени на ее реализацию и объемом памяти ЭВМ. Выигрыш получают при сравнительной оценке вариантов разбиения модели Мм на блоки. Отсюда вытекает способ параллельного моделирования вариантов системы, то есть возможно параллельное моделирование конкурентных вариантов исследования системы с оценкой разностей соответствующих показателей качества функционирования системы.

Эти правила и способы реализации задают общую схему построения и реализации модели системы S, но не конкретные решения для каждого этапа математического моделирования.

Рассмотрим схему взаимосвязи правил: на схеме сплошными линиями показаны связи общих правил и способов с частными, пунктирными – возможность их использования.
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Рис. 2.1 Процесс синтеза модели на основе классического подхода





На основе исходных данных (Д) и цели функционирования формируются исходные требования (Т). На базе этих требований формируются подсистемы (П), элементы (Э) и осуществляется выбор составляющих системы (В), для чего используются специальные критерии выбора (КВ).
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Рис.3.3. Прибор обслуживания заявок.
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Рис. 3.11 Графическое изображение N-схемы.
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Рис. 6.3. Проверка качества распределения случайных чисел
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Рис. 6.1. Блок-схема модели случайного блуждания
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Рис. 4.3. Блочная модель
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Площадь (рис. 5.6) определяет доверительную вероятность того, что величина x заключена в пределах доверительного интервала [a,b).a и b называют доверительными границами. Т.к. a и b-случайные числа, то следует говорить не о показании x в доверительный интервал, а о вероятности покрытия этой величины доверительным интервалом.
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Рис.8.1 Диаграммы разброса





x





x





x





x





y





y





a3<0





y





y





y





y





x





x





x





a1>0





a2>0





a1<0





a2<0





a1>0





a1<0





a1<0





a1>0





a3>0





y=a0+a1x





y=a0+a1x+a2x2





y=a0+a1x+a2x2+a3x3





y=a0+a1 lgx





lgy=a0+a1x





lgy=a0+a1 lgx





y





x





e1





e2





e3





e5





e4





(x1,y1)





(x3,y3)





(x5,y5)





(x2,y2)





(x4,y4)





Рис. 8.3.





� EMBED Equation.3  ���





x





x





x





x





y





y





y





y





Рис. 8.4.  Виды корреляции.
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Рис. 9.1. Типовая схема архитектуры ЯИМ и технология его использования.





Рис. 9.3.  Классификация языков для программирования моделей систем
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Рис. 10.1. Схема взаимосвязи правил.
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